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L’IREM de Poitiers tient a remercier la DGESCO et ’ADIREM qui lui ont fait confiance en leur
proposant I’organisation de ce colloque.

Celui-ci n’aurait pu se tenir sans la participation matériclle de 'ESPE de Poitiers qui nous a
accueillie dans ses locaux mettant a notre disposition les salles et le matériel nécessaire aux ateliers
et conférences. Le comité d’organisation formé de membres de I'IREM ont contribué au bon
déroulement de ces deux jours. Nous leurs en sommes reconnaissant.

Il reste enfin nos partenaires financiers qu’ont ¢t¢ la CASDEN, la MAIF, la MGEN, I’espace
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moins formels et plus chaleureux que ce soit lors de I’accueil, la soirée entre les deux jours ou des
moments de pause.

Le comité scientifique a su faire un travail de qualité parfois dans I’urgence avec emploi du temps
déja bien rempli.

Enfin nous tenons a remercier plus particulierement Isabelle Amour la secrétaire de 'IREM qui a su
avec une grande qualité jongler entre les contraintes matérielles ou institutionnelles, les caractéres et

les modes de fonctionnement de chacun. Sans elle, il est sir que nous ne serions pas arrivés a ce
résultat.
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Présentation

L’ADIREM a proposé que se tienne en 2017 un colloque « Mathématiques au Cycle 3 » inscrit au
Plan National de Formation (PNF). Le souhait était de saisir ’occasion des changements de
programme pour rassembler inspecteurs, formateurs et groupes de recherche du premier et second
degré. Il s'agissait aussi de l'aboutissement d'un effort de trois années pour monter dans les IREM
des groupes primaire-collége, avec le soutien de la DGESCO.

L’IREM de Poitiers fut chargé de son organisation. Le colloque eut licu le 8 et 9 juin 2017 dans les
locaux de I’ESPE Poitou-Charentes. Les thématiques a traiter étaient nombreuses : algorithmique et
programmation, histoire, évaluation, géométrie, calcul et numération, résolution de problémes, ...

Le réseau des IREM, par la diversité des acteurs et de leur statut (enseignant-chercheur, enseignant
du premier et du second degré), fut le vivier de I’essentiel des animateurs. Nombreux se sont saisis
de P’occasion pour toucher un public auquel ils n’avaient pas accés. Ainsi ce fut 1’occasion
d’échanger et de montrer I’expertise qui régne au sein des IREM que ce soit dans la réflexion, la
pluralité des équipes mais aussi dans leur capacité a mobiliser pour les ateliers (37 animateurs sur
les 44 étaient issus des IREM) ou pour 1’organisation (156 participants accueillis par 20 membres
de I’équipe de Poitiers).

L’organisation n’aurait toutefois pas pu se faire sans les locaux prétés par ’ESPE de Poitiers et la
disponibilité de son personnel. Ainsi avons-nous pu bénéficier durant deux jours d’un amphithéatre
et d’une dizaine de salles. La proximité du centre ville a permis d’assurer un temps de détente entre
les deux jours du colloque. La complexité vint surtout de [’articulation de modes de gestion
différents entre le milieu universitaire (pour les ateliers et conférences), le premier degré et le
second degré. Les temps dans les différentes institutions ne sont pas les mémes tout comme la
communication. Les personnes de la DGESCO furent toutefois compréhensives. Ce fut I’occasion
de découvrir nos fonctionnements respectifs et d’innover dans la communication.

Ainsi avons-nous eu une totale liberté quant au contenu. Le comité scientifique fut composé
d’universitaires et d’enseignants de terrain. L’appel a contribution a été lancé en juillet 2016 dans
les différents réseaux IREM, APMEP et ESPE. Les différentes CII furent un relais important pour
avoir le nombre d’ateliers nécessaire pour accueillir tous les participants annoncés par la DGESCO
(160 places). En effet la demande lancée aux Inspections de mathématiques n’a donné aucune
réponse positive.

Pour les conférences, ce furent les membres du comité scientifique appartenant a la COPIRELEM
et la CORFEM qui furent forces de proposition et permirent d’obtenir des intervenants de qualité.
Ainsi la premiere conférence présentée par Christine Chambris a mis en évidence avec la question
de I’enseignement des nombres, I’importance du discours sur la présentation des décimaux et des
entiers pour répondre a la difficulté de la regle du zéro.

A travers le boulier, Caroline Poisard présenta une recherche ou les enseignants s’appropriaient de
nouvelles ressources. Ce fut I'occasion de mettre en avant les facons dont les enseignants
s’approprient les ressources qu’on leur propose pour construire eux-mémes leurs documents pour la
classe.
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La troisieme conférence présentée par Matthieu Gaud, montrait I’importance d’une analyse
historique et didactique pour la création de nouvelles situations. Celles-ci permettent de donner des
exemples d’utilisation des savoirs mathématiques et d’en motiver leur étude.

En conclusion, Jean Frangois Chesné, directeur du CNESCO (Conseil National d’Evaluation du
Systeme Scolaire) nous a donné un éventail des différentes évaluations nationales et internationales
en abordant la complexité du probléme qui ne peut pas se résumer a certaines évaluations fortement
médiatisées..

L’alternance avec les 4 plages d’ateliers fut sans doute intense pour les participants. Cela n’a pas
empéché des échanges riches entre participants d'origines diverses (formateurs IREM, IEN, IPR,
maitres formateurs, enseignants des ESPE et chercheurs en didactique). Cette hétérogénéité
lorsqu’elle a eu lieu, a permis d’avoir des regards croisés sur ce qui était proposé : celui du
chercheur, celui du formateur et celui de [Pinstitution. Les différentes pauses notamment
méridiennes sont restées des temps importants de prises de contact et d’échanges informels.

Le travail ne s'est toutefois pas arrété a la fin du colloque. VVous avez sous les yeux le fruit final du
travail, les actes. Pour leur rédaction, I’habitude des enseignants chercheurs a cet exercice a permis
d’en rendre la relecture efficace. Ils sont mis en ligne sur le site de 'IREM de Poitiers’ avec un lien
sur le site des IREM?. Quelques exemplaires papiers sont également diffusés.

Par ailleurs, ’ESPE par I’intermédiaire de 1’université nous a fourni les moyens matériels pour
filmer les conférences sur UPTV®,

F. Vandebrouck
B Lebot

Pour le comité d’organisation et le
comité scientifique
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Conf 01 : Questions sur I’enseignement des nombres, notamment
decimaux, au cycle 3
Christine Chambris

Université de Cergy-Pontoise, Laboratoire de didactique André Revuz (LDAR EA4434), UA, UCP,
UPD, UPEC, UR ; christine.chambris@u-cergy.fr

Résumé : La conférence de consensus sur les nombres et le calcul qui s’est tenue en novembre 2015
a rappelé les difficultés des éleves dans I’apprentissage des nombres notamment décimaux a la fin
de [’école. Plusieurs intervenants a la conférence (Chesné et Fischer, Desmet) s’interrogent sur
l’introduction des décimaux. Dans ses conclusions, la conférence recommande d’étudier les
fractions en amont des décimaux mais que ce travail ne soit pas trop ambitieux, tout en soulignant
la nécessité de mettre en avant que ’écriture décimale des décimaux est un prolongement de celle
des entiers. Dans cet exposé, il s’agira d’investiguer plus avant ces tensions qui existent dans
[’enseignement des nombres, notamment décimaux, au cycle 3. Nous chercherons aussi a identifier
des marges de manceuvre.

Mots clefs : Nombres décimaux, fractions, grands nombres, liaison école-collége, unités
Introduction

Le titre de cette conférence est centre sur les nombres décimaux. Pourtant, comme nous allons le
voir, on ne peut penser I’enseignement des décimaux au cycle 3 sans considérer a la fois celui des
entiers et celui des fractions puisque d’une part 1’écriture décimale qui sera privilégiée pour les
décimaux vient des entiers, et parce que le concept de nombre décimal est intimement lié au
fractionnement des grandeurs.*

Sauf exceptions signalées, les données statistiques que j’utilise viennent soit de la conférence de
consensus qui s’est déroulée en novembre 2015 et a laquelle je ferai référence a plusieurs reprises,
en particulier du rapport Chesné et Fischer sur les acquis des éleves, soit directement de la thése de
Chesné (voir aussi le texte de la conférence de Chesné dans ces actes). Je vais d’ailleurs commencer
par citer un extrait de la conclusion du texte de Chesné et Fischer.

Un certain nombre d’éleves se présentent donc a [’entrée au college comme des "experts
apparents” (Roche et Clarke, 2006), pouvant réussir certaines taches (en ajoutant par
exemple des zéros dans la partie décimale pour comparer deux nombres décimaux afin
d’avoir le méme nombre de chiffres), mais cette réussite opérationnelle masque une
conceptualisation déficiente des nombres décimaux (...), voire des nombres entiers. (...)
Nous suggérons donc qu’il est urgent de répondre a un certain nombre de questions,
institutionnelles (Comment et quand introduire les nombres décimaux ? (...)), et didactiques
(sur les changements de registres, sur la demi-droite graduée, (...)). (Chesné & Fischer, 2015,
p.41)

! Ce texte reprend beaucoup d’aspect du texte publié dans le numéro 108 de la revue Repéres-IREM du réseau des
IREM : Un regard sur les nombres a la transition école — collége par C. Chambris, F. Tempier, et C. Allard, pages 63 a
91 (j’y réfere par RI-108 dans ce texte). Il en adopte néanmoins une présentation souvent différente et en précise
d’autres.
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Plutot que de m’attaquer a la grosse question institutionnelle : « comment et quand introduire les
nombres décimaux », je vais resituer I’enseignement des décimaux dans le contexte plus large de
I’enseignement des nombres au cycle 3 et tenter d’identifier des points sensibles dans cet
enseignement ainsi que des leviers pour intervenir localement plutét que d’envisager des
changements plus globaux.

Pour situer I'intérét des décimaux, je vais faire un premier détour historique (en m’autorisant un
anachronisme car les notations que j’utilise ne sont pas d’origine). En particulier, avec les fractions,
le calcul de sommes, de nombres non entiers donc, est couteux puisqu’il faut mettre au méme

o . 1,2, 5 _6x1 , 4x2 , 5 _ 6+8+5 _ 19 7
dénominateur les fractions : = + =+ = = > 4+ - 4 > = =Z=14=

2 3 12 6X2 4x3 12 12 12 12
Pour obtenir une approximation décimale de cette somme, j’ai retenu des 1
approximations décimales au centieme de chacune des fractions, puis j’ai aligné
les uns en dessous des autres les chiffres qui représentent des unités du méme 0, 5

ordre et effectué¢ I’addition posée comme avec les entiers. Ainsi, I’invention de
I’écriture positionnelle permet notamment d’étendre les techniques de calcul sur + 0, 6 7
les nombres entiers aux nombres non entiers. Et cette écriture décimale a virgule
incorpore a la fois des propriétés des entiers et d’autres des nombres non entiers.

Toutefois, cette extension ne se fait pas sur tous les nombres non entiers mais 1 5 8
seulement sur les décimaux, qui approximent d’aussi prés qu’on veut toutes les

mesures de grandeurs. Ainsi, dans le calcul en colonne, la mise au méme denominateur est prise en
charge par I’écriture positionnelle et la relation constante entre deux positions adjacentes de cette
écriture, ¢’est-a-dire le rapport dix entre les unités et les dizaines, les dizaines et les centaines, les
unités et les dixiemes, les dixiémes et les centiémes.... Cette propriété de I’écriture décimale des
nombres, qu’ils soient entiers ou décimaux, permet de prolonger a peu de frais les techniques sur les
entiers, aux nombres décimaux. Pourtant, comme le suggérent les élements sur les connaissances
des eleves dont nous disposons, cette extension ne semble pas aller de soi pour les éléves du cycle
3. Si, par exemple, presque tous savent multiplier un entier comme 23 par dix, moins de la moitié
réussit a multiplier un décimal comme 35,2 par 100.

Pour étudier la complexité de ce transfert des techniques sur les entiers aux décimaux, en particulier
au cycle 3, je vais d’abord évoquer I’entrée dans les décimaux au cycle 3 puis les fractions. J’en
viendrai ensuite aux nombres entiers qu’on étudie au cycle 3. Je terminerai ce voyage avec la
question du transfert, avant de tirer quelques conclusions.

L’entrée dans les décimaux

La conférence de consensus, dans ses recommandations, indique que :

R12 — L’étude des fractions préceéde celle des nombres décimaux, mais doit se limiter aux fractions simples
(demi, tiers, quart...) et aux fractions décimales (dixiémes, centiémes...) dans le cas du fractionnement de
I’unité.

Et ajoute des commentaires :

Des travaux de recherche en didactique et en psychologie des apprentissages montrent 1’utilité de s’appuyer sur
les fractions pour donner du sens aux nombres décimaux, mais aussi que le traitement et la compréhension des
fractions sont particulierement difficiles pour les éléves. Des lors, cet apprentissage ne doit pas étre trop
ambitieux a I’école primaire. Il sera limité a une maitrise du fractionnement de 1’unité en parts égales sur les
fractions simples puis sur les fractions décimales (dixiéme, centiéme, ...) permettant la compréhension de la
signification des chiffres dans 1’écriture a virgule.

Enseigner les maths au Cycle 3 — Poitiers — Juin 2017
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Ces interrogations relatives a la place des fractions ne sont pas nouvelles. Et en réalité deux grandes
tendances se retrouvent dans les constructions mathématiques des décimaux : directement des
entiers aux décimaux, ou bien, des entiers aux décimaux, en passant par les fractions. Elles se
retrouvent aussi dans les travaux de didactiques relatifs a 1’enseignement apprentissage des
décimaux et dans les propositions des programmes depuis le début du 20° siécle (cf. RI-108, p. 80).

Les constructions des decimaux qui passent par les fractions sont suggérées dans les programmes
depuis les années 1980. Les grandes lignes de la progression sont les suivantes :

- étude des fractions simples : manipulations, représentations imagées variées, équivalences du
2 4 , .- - 14 2 .- 2 4 6 1 1 3

type = = -, décomposition en « entier + rompu » : — =4 + =, addition=+-=~-, -4+ - =~

3 6 3 3 3 3 3 2 4 4

- etude des fractions décimales comme cas particuliers de fractions : quelques représentations

- e e . 1 10 10 20 2 , .- .

imagées, equivalences du type — = —, — =1, — = —, etc. ; décomposition en « entier +
423 23 1.0. 100 2%0 20 100 3 10 2 3 .

rompu»: — =4+-—; addition: —=-—+—=—+4+—, etc.; puis somme de
100 100 100 100 100 10 100 5 3

fractions décimales (réduites), réécrites avec I’écriture décimale 4 + ot = 4,23

(introduction de I’écriture chiffrée a virgule).

Qu’en est-il de la mise en ceuvre de cette progression dans les classes ? Il est extrémement difficile
de répondre a cette question. Allard (2015) a fait une étude de cas (voir aussi RI1-108, p.82-84). Elle
s’intéresse aux pratiques de professeurs des €coles maitres-formateurs dans 1’enseignement des
fractions. Deux enseignants suivent bien la progression. Un troisieme essaie de la suivre mais
rencontre des difficultés. Le quatrieme ne la suit pas du tout. Il utilise le systeme métrique et des
déplacements de virgule dans le tableau de conversion pour introduire les décimaux (ce qui est
susceptible de conforter 1’idée que ce sont des nombres entiers). Intéressons-nous a la
décomposition en «entier + rompu » qui est un point délicat comme nous allons le voir, par
exemple 13—7 c’est 5 et un « reste » de g Les deux enseignants qui suivent la progression proposent

cette tache, mais uniquement avec des petits nombres, du fait d’un appui sur des manipulations. Ils
mettent deux raisonnements en evidence :

Iy . , .3 6 9 12 15 18
- report de bande unité et comptage simultané : 33035030 3
17 2
—=5+=;
3 3

- calcul enappuisur 1 =

puis comptage des reports :

wlw

3 3 3 3 3 2 2
s+ +S=5+2

3 3 3 3 3 3 3

Le raisonnement peut étre généralisé avec la division euclidienne : « dans 17 tiers combien de fois 3
tiers ? » qui se traduit par : « en 17 combien de fois 3 ? ». Cette généralisation, sans doute assez
délicate, n’est pas enseignée, par suite les raisonnements enseignés ne seront probablement pas
suffisant pour comprendre ce qui se joue avec les décimaux. L’enseignant qui rencontre des
difficultés propose cette tdche mais il indique uniqguement une justification formelle en appui sur la
division euclidienne, visiblement inaccessible aux éléves : on divise 17 par 3, le quotient 5, il reste 2

17 2 . .y . . f .

donc 5 = 5+ De facon cohérente, le quatrieme enseignant qui ne suit pas la progression

institutionnelle ne propose pas cette tache.

De méme, si 1’équivalence de fractions est « visible » sur des représentations avec des « fractions
simples », sa généralisation est délicate, au début du cycle 3. Elle serait peut-étre plus accessible,
programmée de fagon explicite a la fin du CM, en amont des régles algebriques du cycle 4.

Enseigner les maths au Cycle 3 — Poitiers — Juin 2017
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Si on résume, la progression sous-jacente pour les fractions-décimaux au cycle 3 est la suivante :
d’abord I’étude des fractions simples avec la découverte, quelques équivalences, les décompositions
en entier + rompu, l’addition, vient ensuite la généralisation aux fractions décimales, puis
I’introduction de I’écriture positionnelle et la « disparition » des fractions. Cette progression est
couteuse en termes « d’équipement » sur les fractions pour pouvoir les manipuler correctement, et
sans doute difficile. De plus, sitt les décimaux introduits les fractions disparaissent. Quel est le
« retour sur investissement » pour les enseignants qui « investissent » dans les fractions ?

Par ailleurs, si on regarde la présentation de cette progression dans les textes officiels récents, on
observe la chose suivante. Elle était assez explicite dans les programmes de 2002. Dans ceux de
2008, la décomposition en entier + rompu apparaissait au CM2 seulement, alors que les décimaux
étaient programmés au CM ; et aucun élément explicite n’était présent dans les programmes du
collége en 2008. En particulier les fractions venaient apres les décimaux. Il semble donc que la
progression est peu lisible dans les textes institutionnels.

Ces ¢léments permettent d’identifier un certain nombre de points sensibles relativement a la mise en
ceuvre de cette progression : la connaissance et la compréhension de sa logique, la difficulté pour en
enseigner certains points comme 1’équivalence des fractions, la décomposition en entier + rompu
pour des « fractions simples » relativement complexes. De plus, en France contrairement aux pays
anglo-saxon oul le systéme de mesure sollicite les fractions, les « débouchés »* des fractions sont,
relativement a I’étude des nombres, modestes. Ceci amene a la question : quel est I’enseignement
effectivement dispensé pour I’entrée dans les décimaux ? Il n’est pas possible de répondre a cette
question sans une enquéte plus approfondie. Toutefois, il est possible que la situation soit
relativement hétérogene (voir les quatre cas présentés ci-avant).

Les fractions
Diversité des significations et connaissances des éléves

Venons-en aux connaissances des éleves sur les fractions. Plusieurs enquétes, avec des modalités de
passation différentes, ont demandé aux éléves d’associer la fraction " et son écriture décimale 0,25 :

, . . 1 s - 1
par exemple trouver deux nombres égaux parmi quatre donnés dont " 0,25 et 1,4 ; écrire , avec une

virgule. Elles donnent le méme taux de réussite, environ 27% des éleves en fin de CM2 ou en début
de 6° parviennent a indiquer que i:O,ZS. Ce taux de réussite peut étre troublant tant il semble clair

qu’un quart c’est « z€ro vingt cing ». Alors qu’est-ce qui est difficile ? Tout d’abord, pour réussir a
ces taches il faut mettre deux systéemes de signes en relation : 1’écriture avec barre de fraction et
I’écriture a virgule décimale. L apprentissage de chacun de ces systémes démarre au CM1, c’est
donc un apprentissage relativement récent en début de 6°. Identifier les connaissances qui sont
nécessaires pour traiter cette tdche peut permettre de comprendre plus précisément le faible taux de
réussite.

Plusieurs techniques, mobilisant des connaissances différentes, sont possibles. L’éléve peut
s’appuyer sur des connaissances mémorisées qui impliquent le langage courant : en particulier « et
demi », ¢’est 0,5, « quart » c’est 0,25 et aussi 0,75. Pour ce faire, il faut déja savoir lire la fraction 1
sur 4 comme « un quart ». Une autre fagcon de faire peut étre d’interpréter i comme 1 divisé par 4 et

2 Comme les bioénergies constituent de nouveaux débouchés pour I’agriculture.
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- . DAL 25

d’effectuer le calcul. Si 0,25 est une réponse proposée, I’éleve peut transformer 0,25 en To0 ot
. 25 1 . . 15 qs . .o .. N

comparer les fractions Tog &t ;- Pour ce faire, si I’¢leve sait que multiplier ou diviser par un méme

nombre numérateur et dénominateur permet d’obtenir des fractions équivalentes, il peut utiliser le
facteur commun 25, a condition quand méme de savoir que 100 = 4 x 25. Toutefois, a 1’école,
I’équivalence de fractions n’est en principe travaillée que sur des petits nombres comme 3 quarts
équivalent a 6 huitiémes et n’est en principe pas établie dans le cas général. Elle s’obtient par un
découpage ou en appui sur des représentations ; 25 et 100 ne sont cependant pas des petits nombres
et imaginer un découpage ad hoc semble difficile. A partir d’une fraction opérateur, 1’éléve peut
raisonner sur un cas particulier, par exemple en prenant le nombre 100, ou dans le cas général et
conclure. Ces raisonnements supposent notamment d’interpréter la multiplication par 0,25 comme
un opérateur « prendre 12750 de ». (voir RI-108, p. 65-67 pour plus de détails).

Malgreé la multiplicité des techniques qui conduisent éi = 0,25, cette égalité banale cache peut-étre

une certaine complexité en fin d’école. En effet, le théoreme général pour I’égalité des fractions
n’est pas au programme de 1’école, la multiplication par un décimal non plus. L’équivalence des
fractions a partir de la mesure des grandeurs, qui reléve en partie de I’école, est rendue complexe
car les nombres sont plutot grands. Pour réussir, il reste aux éleves qui n’ont pas mémorisé¢ la
connaissance i = 0,25, ’interprétation de i enl:4.

Les fractions dans la transition : le cas du partage au quotient

Les traités classiques prenaient en charge le lien entre le n-ieme de a et % sur des exemples

génériques. Par exemple, dans le traité de Reynaud (1821), il s’agit de prouver que 4 divis¢€ par sept
(ou le septieéme de quatre) c’est quatre septiemes :

il reste donc a diviser 4 par 7. Pour évaluer ce (...) quotient, on congoit 1’unité divisée en 7 parties égales ;
chacune de ces parties exprime le quotient de 1 par 7, puisque I’'une d’elles prise 7 fois, donne le dividende 1.
Mais, 4 égal a 1 plus 1 plus 1 plus 1 ; on obtiendra donc le quotient de 4 par 7, en prenant 4 fois le septieme de
1 ; de sorte que le septiéme de 4 est la méme chose que 4 fois le septiéme d’un. (§14)

Avec le symbolisme arithmétique, ce peut étre traduit par: 4:7=(1+1+1+1):7=(1:7) +
(1:7)+ (1:7) + (1:7) or 1: 7 = - donc4:7 = = x det 4 x> = 4:7 == x 4 = 2.3 Pour ce faire,

. 1 . .
le lien entre 1: 7 et > est clairement pris en charge.

Que nous disent les programmes sur ce point ? Depuis 1996, ce qui est visible a la lecture des
programmes relativement a la place des fractions dans la transition école-college, ce sont les
différentes interprétations de la fraction : du partage (pour I’école) au quotient (pour la classe de 6°).
Qu’est-ce que la fraction partage ? C’est considérer que % c’est a biemes, c’est-a-dire a fois 1 b
ieme. Qu’est-ce que la fraction quotient ? C’est la solution de 1’équation a x x = b. La fraction est le
quotient de I’entier a par I’entier b, le nombre qui multiplié par b donne a.

Comment la liaison doit-elle étre opérationnalisée ? Un texte de I’inspection générale indique
comment passer d’une conception a I’autre (voir aussi Chesné, 2007), sur un cas particulier. Plus
précisément, le texte explique pourquoi 7 quart est solution de 1’équation 4 x = 7. « 4 fois 7 quarts,

® Nous utilisons ici la convention antérieure & 1970 ol le multiplicande est & gauche et le multiplicateur & droite. Cette
convention n’est plus en usage. La convention (implicite) aujourd’hui semble étre que 1’ordre des facteurs dans une
multiplication est indifférent (ce qui ne permet pas de distinguer — si besoin était- définition de la multiplication et
propriété de commutativité).
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c’est 28 quarts, c’est 7 fois quatre quarts, donc 7 fois 1, donc 7 » (IGEN, 2004, p. 3). L’explication
masque la propriété d’associativité de la multiplication qui permettrait de généraliser la preuve.
Qu’en est-il de cette répartition du partage au quotient dans les pratiques des enseignants ? Dans
RI-108 (p.69-70), les quelques cahiers de 6° étudiés montrent que la fraction est présentée d’emblée
comme un « calcul » : % est le quotient de a par b. Cette approche est d’ailleurs apparemment

considérée comme un « rappel » de ce qui se fait a 1’école. Quel travail est effectivement proposé
aux éléves a I’école sur les fractions, comme mesures de grandeurs ? Ce travail est-il enrichi au
college, le cas échéant comment ? Cette question restera ouverte. Néanmoins, des indices
interrogent sur la lisibilité des objectifs pour les enseignants. L’étude des fractions, comme mesures
de grandeurs, a I’école pourrait présenter des variations trés importantes selon les classes. Les
fractions pourraient parfois y étre déja considérées comme « une division». Au college,
I’enrichissement des connaissances sur les fractions, comme mesures de grandeurs, pourrait étre tres
modeste. Et I’injonction « du partage au quotient » pourrait étre interprétée comme un découpage
plutét qu’une invitation a faire un lien entre deux points de vue.

Les fractions dans la transition : le cas de la fraction comme opérateur

Une autre interprétation des fractions que éléves du cycle 3 rencontrent est celle de la fraction
« opérateur » : la moitié¢ de, le quart de, les 2 tiers d’un nombre... Au fil des programmes, cette
interprétation des fractions a fortement vari€. A 1’école, en 1945, les fractions sont des opérateurs
sur les grandeurs : « Prendre les quatre cinquiémes d'une grandeur, c'est partager cette grandeur en
cinq parties égales et prendre quatre de ces parties (...). Il suffit pour cela de diviser la mesure de la
grandeur par 5 et de multiplier le quotient obtenu par 4. ». Ce point de vue est aménagé en 1970-
1980, avec la restriction aux opérateurs sur des nombres (dans le domaine numerique) :
I’enchainement d’une division et d’'une multiplication (qui commutent, a I’ensemble de définition
pres), et sur des grandeurs (domaine mesure en 1970). En 2002, il reste les fractions de nombres
entiers, de méme en 2008 mais le facteur multiplicatif n’est plus explicite, restent quart et tiers au
début du cycle 3. Ces expressions apparaissent dans 1’étude des nombres entiers naturels (et non en
relation avec les problemes arithmétiques ou les fonctions). L enrichissement au long du cycle n’est
pas explicitement prescrit, méme si rien n’empéche de proposer des taches comme « combien font
les deux tiers de 600 g ? ». Les manuels du CM (Thomas 2013) en 2012 présentent une grande
diversité relativement a la présence de tels problémes : aucun, un peu, beaucoup.

Qu’en est-il en 6°? Dans les programmes, en 2008, il s’agit de « prendre une fraction d’une
quantité, modélisation par multiplication ». Dans des cahiers de 6° (RI-108, p. 71), le savoir en jeu
pourz X 12 semble étre I’équivalence de trois modes de calcul : (3x 12):4, (3:4)x 12, (12:4)x 3

qui est le seul point qui apparait. Les connaissances des éléves des éléves a I’entrée en 6° sont trés
fragiles puisque « Le nombre égal aux deux tiers de 12 est : » est réussi a 11%, et le QCM « deux
tiers de 12 kg font : 4 kg, 8 kg, 24 kg, 72 kg est réussi & 33%. « Le tiers de 60 km » et les quarts
semblent un peu mieux maitrisés (Chesné 2014).

Dans le programme du cycle 3 (2016), il s’agit de « relier les formulations la moitié, le tiers, le
quart et 1/2 de, 1/3 de, 1/4 de, etc. », le cadre est celui de 1’é¢tude des fractions, ce qui pourrait
contribuer a enrichir le travail proposé aux éléves, notamment les liens entre fractions de nombre,
fractions mesures de grandeurs, fractions de grandeur méme aucun facteur multiplicatif n’est
indiqué.
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Par exemple, pour calculer 2 tiers de 12 cm, deux techniques pourraient étre proposées a 1’école et
confrontées a un moment :

- fabriquer « 2 tiers de 12 cm », par pliage, a partir d’une bande papier de 12 cm : plier en trois
pour avoir le tiers de 12 cm, puis dupliquer la longueur obtenue, la mesurer,
- par calcul, le tiers de 12 cm, 12cm: 4 =3 c¢cm, puis3cmx 3 =9 cm.

Des pistes pour faire évoluer le travail sur les fractions
A partir de ce qui précéde nous proposons quelques pistes susceptibles de faire évoluer la situation.
Les quantiémes et le lien avec la division

Le premier axe pourrait étre le renforcement de la caractérisation des quantiemes (fractions
.- . ... -1 . o , ,
unitaires) et leur lien avec la division. Ainsi, - c’est la taille de 1’unité partagée en n parts égales

.1 . . . . . . o o .
mais — c’est aussi c’est ce qu’il faut mettre n fois pour faire I’'unité. Si la premiere caractérisation

semble travaillée, la deuxiéme I’est peut-étre moins. De ces deux caractérisations découlent :
1 1
-xn=1;-=1;lin=-
n n n

La place des fractions dans le cycle 3

I1 est possible que le travail sur les fractions soit de faible ampleur a I’école et en 6°. Les éléments
qui précedent sont un levier pour le renforcer.

Serait-il opportun, et a quel moment serait-ce le plus opportun, de renforcer le travail sur les
équivalences a partir des mesures de grandeurs ? Au début du cycle 3 ou a la fin du cycle, juste
avant d’aborder les théorémes algébriques du cycle 4, avec I’hypothése que les éléves seraient
mieux armeés cognitivement ?

Le point de vue opérateur occupe peu de place a I’école, le renforcer pourrait permettre d’accroitre
les « déboucheés » des fractions. Les programmes parlent des fractions simples. Limiter cette liste
aux demi, tiers et quart ne permet pas, par exemple, d’apprendre la généralité des désignations en
« i-emes » (pourtant utilisées avec les dixiemes et les centiemes). Des probléemes du champ
multiplicatif pourraient étre liés plus frequemment avec les fractions simples en « i-émes ».

La numération des entiers
Les entiers pour mieux comprendre les décimaux ?

Chesné et Ficher parlaient d’éléves experts apparents dont la réussite pouvait masquer une
conceptualisation défaillante des entiers. Les régles installées sur les entiers masquent-elles une
conceptualisation défaillante de la numération positionnelle (des entiers) ? Pour étayer
indirectement cette hypothése, on peut aussi citer le travail récent de Desmet (2012) qui montre que
certaines connaissances sur I’écriture décimale des entiers sont meilleures prédictrices de la réussite
ultérieure sur les décimaux que d’autres sur les fractions. Dans 1’étude évoquée, toutes les taches
sur les fractions impliquent I’écriture fractionnaire. Pour I’écriture décimale, les taches proposées —
dont certaines sont citées ci-aprés- jouent, pour la plupart, sur un changement de registre
d’expression des nombres et / ou les relations entre les chiffres de I’écriture chiffrée (ou entre les
unités de numération) :

- écrire en chiffres Trois cent cing, Mille deux, Trois mille seize, Seize cent cinquante quatre,
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- écrire en mots : 56, 115, 105, 300, 420, 670,
- Le plus grand nombre de trois chiffres différents, c’est... Dix en moins que cinq centaines,
cela fait..., Deux dizaines en plus d’une centaine, cela fait...

E.J 160 2(IJD 3E.JO 4&!0 560
E.J 1I0 2.0

Parce que la compréhension de I’écriture décimale des entiers apparait comme un point crucial pour
la compréhension des décimaux, nous allons poursuivre cette enquéte du cbté des entiers, en
particulier d’un autre type de nombres que 1’on découvre lui aussi au cycle 3. 11 s’agit des grands
nombres.

Les connaissances des éléves et des enseignants : des petits aux grands nombres

Ecrire un nombre entier a trois ou quatre chiffres est maitrisé par 95% des éléves en fin d’école
alors qu’écrire un nombre entier supérieur a 10 000 ne 1’est que par les trois quarts d’entre eux. Il y
a relativement peu de recherches sur ’apprentissage des grands nombres, en comparaison de ce qui
existe sur les nombres plus petits. Il semble d’abord que les taches d’écriture des grands nombres
fassent ressurgir les difficultés des éléves sur les nombres plus petits puisqu’il faut une trés bonne
maitrise des nombres de moins de trois chiffres pour écrire « ceux qui composent » un grand
nombre, ce qui surprend parfois les enseignants qui pensaient ces nombres maitrisés, comme on
peut le lire dans (Mercier, 1997). Par exemple, pour « deux millions trois cent quarante mille cent
cing », sur 28 éléves, 19 donnent la bonne réponse mais six écrivent 2 340 500 et un écrit
2 340 050. En effet, le nombre de centaines de cent cing ne s’entend pas et il semble que des éléves
en écrivent 5.

Une autre difficulté bien connue de I’apprentissage des grands nombres est celle des « zéros
muets ». Les éléves ont des difficultés a articuler le systeme écrit et le systeme parlé. Les travaux
qui existent sur ce théeme (dans la communauté francophone) soulignent que les enseignants sont
plutét demunis lorsque les éleves ne réussissent pas a lire les nombres et attribuent largement ces
difficultés d’enseignement au manque d’identification des savoirs mathématiques liés aux grands
nombres. Les moyens souvent utilisés, comme le point (mettre un point quand on entend mille,
million) et les tranches de trois chiffres (complétées si besoin par des zéros) ne permettent pas
toujours de lever les difficultés. C’est le cas par exemple, pour la tiche « écrire en chiffres dix-sept
millions deux mille cinquante-huit » qui améne les éleves a proposer : 17 200058 / 17258 /
017 200 058 dans Mercier (1997). Cet auteur identifie un « manque a savoir institutionnel ». (voir
RI1-108, p. 77-79 pour plus de détails)

Des éléments de savoirs sur les grands nombres

J’indique maintenant des éléments pour un savoir a enseigner sur ces grands nombres.
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Désignations en unites

3 dizaines de milliers 4 30 milliers4  # 34 milliers 20 unités
milliers 2 dizaines milliers 20 unies

\ 7
\

Numération écrite
34 020 H

Numeération parlée
trente-quatre-mille-vingt

Les unités de numération (unités, dizaines, centaines...) constituent un systéme de signe qui permet
de formuler les savoirs en jeu sur les grands nombres mais aussi d’expliquer, de justifier, de
contréler. Ainsi les noms des nombres peuvent-ils étre interprétés dans un premier systéme a base
mille : les unités simples, milliers, millions, milliards... et trente quatre mille vingt peut étre
interprété comme 34 milliers et 20 unités. Ces 34 milliers peuvent étre transformés en 30 milliers et
4 milliers, puis (ou directement) en 3 dizaines de milliers et 4 milliers. Apparait alors un deuxiéme
systeme d’unités a base dix, les unités simples, dizaines, centaines, milliers, dizaines de milliers,
centaines de milliers, millions, dizaines de millions... Ce deuxieéme systeme d’unités permet
d’interpréter les chiffres de la numération positionnelle décimale. Les unités en 1° position, les
dizaines en 2°, les centaines en 3°, les milliers en 4°, les dizaines de milliers en 5°...

Programmes et pratiques des enseignants

On le voit, ces eléments de savoir ont une portée plus grande que les seules lecture et écriture des
grands nombres qui apparaissent parfois comme tout ce qu’il y aurait a savoir sur les grands
nombres. Ce sont en effet les seules taches des programmes de 1’école en 2008, ou encore les seules
présentes dans les évaluations nationales.

Les programmes de 2016 font référence aux décompositions en base mille. Tempier (2016) a
interrogé des éléves de fin de 6° sur les relations entre unités. I1 observe par exemple qu’a peine la
moiti¢ d’entre eux réussit aux taches : 4 millions = ............ centaines de milliers et 3 millions
= i milliers. Il est intéressant de noter que la relation entre centaines de milliers et millions
n’est pas mieux maitrisée que celle entre milliers et millions. La maitrise de ces relations entre
unités successives (soit pour la numération chiffrée, soit pour la numération parlée) me semble
essentielle pour la compréhension des nombres et de leurs ordres de grandeur, notamment. La
maitrise de la numération écrite est par ailleurs engagée dans la compréhension des décimaux.

Quelques taches et savoirs sur les nombres entiers au cycle 3

Le début du cycle 3 pourrait ainsi étre I’occasion de consolider la compréhension du nombre mille,
comme 10 centaines, 100 dizaines, des relations comme 3 milliers = 30 centaines et aussi 32 c=3 m
2c pour aller vers les relations (a travailler a 1’oral) 30 centaines de milliers = 3 millions puis
32 centaines de milliers = 3 millions (milliers de milliers) 2 centaines de milliers, mais aussi 3 000
millions = 3 milliards. Ce pourrait étre 1’occasion d’institutionnaliser une régle générale, pour
I’écriture chiffrée, qui sera valable aussi pour les décimaux : dans I’écriture d’un nombre en
chiffres, tout chiffre indique des unités dix fois plus grandes que celui qui est a sa droite (et
éventuellement tout chiffre indique des unités dix fois plus petites que celui qui est a gauche).

Un autre aspect important a travailler est le lien entre numération et division euclidienne, en
particulier résoudre des problemes du champ multiplicatif, en appui sur la numération, peut
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permettre de consolider le sens des opérations. La numération permet en effet de résoudre a peu de
frais certains d’entre eux car :

e 35621 = 356 centaines 21 unités
e 35621 :100 = 356 (reste 21)
e 35621 = (356 x 100) + 21

L’extension des techniques des entiers aux décimaux

Dans cette partic nous en venons a 1’extension de certaines propriétés de 1’écriture décimale des
entiers aux décimaux, pour tenter de mieux comprendre I’écart de réussite entre les taches sur les
entiers et les taches sur les décimaux.

La multiplication par les puissances de dix

La technique dominante pour multiplier les entiers par 100 semble étre : écrire deux zéros a droite,
par exemple : 24 x 100 = 2400. La technique de multiplication par 100 pour les nombres décimaux
semble étre : déplacer la virgule de deux rangs vers la droite. Par exemple, 2,345 x 100 = 234,5.
Pourtant, pour 2,34 x 100 = 234, la virgule disparait et pour 4,7 x 100 = 470, la virgule disparait et
un zero apparait ! Cette complexité pour appliquer la regle explique sans doute au moins en partie
les difficultés des éléves.

Ces deux techniques peuvent étre justifiées avec une explication identique : dans la multiplication
par 100, chaque chiffre prend une valeur 100 fois supérieure (les unités sont transformées en
centaines, les dixiemes en dizaines, les centiemes en unités, les dizaines en milliers, etc.). En effet,
par exemple pour 0,12 x 10, la justification peut s’appuyer sur : 0,12=1 dixieme 2 centiémes
(définition de I’écriture décimale). 10 x 1 dixiéme = 1 unité (car I'unité est dix fois plus grosse que
le dixiéme de I'unité). 10 x 2 centiemes = 2 dixiémes (car le dixieéme est dix fois plus gros que le
centieme). D’ou 0,12 x 10 = 1 unité 2 dixieémes = 1,2 (définition de I’écriture décimale). En appui
sur la grandeur aire, on peut avoir” :

1 dixieme 2 centiemes

1lu \’\‘

1 unité 2 dixiémes
0,12
e L\
|
1, 2

Il n’est pas slr que tous les enseignants mobilisent ce type d’explication. Par ailleurs, y aurait-il un
intérét a enseigner une technique commune aux entiers et aux décimaux comme : dans une
multiplication par 100, chaque chiffre est déplacé de deux rangs vers la gauche ou encore : les
unités sont transformées en centaines ? La situation est peut-étre assez similaire pour la
comparaison.

* Idée de présentation empruntée & Charnay (2014).
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La comparaison des nombres

Considérons en effet les deux paires de nombres a comparer : 32,4 et 2,56 d’une part, 45,635 et
45,67 d’autre part. Une technique (1) répandue semble étre la suivante :

- Etape 1 : Comparer d’abord les parties entiéres : plus le nombre est long plus il est grand (32
est plus long que 2) et si les deux nombres ont la méme longueur, on compare chiffre a
chiffre en partant de la gauche jusqu’a trouver deux chiffres différents.

- Si les deux parties entieres sont égales (45) : étape 2, pour la partie décimale. Comparer
chiffre a chiffre, a partir de la gauche, les chiffres des dixiemes, puis ceux des centiémes, etc.
jusqu’a trouver deux chiffres qui différent.

La premicre étape (utilisée fréquemment pour les entiers) s’appuie sur la longueur du nombre, la
deuxieme est spécifique de la partie fractionnaire. Cette technique ne renforce-t-elle pas 1’idée
qu’un décimal est la juxtaposition de deux entiers ? Des techniques différentes pour les parties
entiére et décimale sont-elles obligées ?

Il semble qu’une alternative soit théoriquement possible en au moins une des techniques suivantes.

- 2) Repérer I’ordre de ’unité le plus grand dans chaque nombre, comparer ces ordres d’unité :
- des dizaines pour 32,4 et des uniteés pour 2,56, ils sont différents : celui qui est le plus
grand indique le plus grand nombre
- des dizaines pour 45,635 et 45,67 : ils sont identiques. Comparer les chiffres, de gauche a
droite, jusqu’a ce que deux chiffres différents se présentent (les dizaines, puis les unités,
puis les dixiémes, puis les centiémes).
- 3) Ecrire des zéros a droite pour que chacun des nombres a comparer exprime un nombre
entier d’unités du méme ordre : 32,4=3240 centi€émes et 2,56=256 centiemes ou encore 32400
milliemes et 2560 milliémes, etc.

La technique 2 se généralise aux écritures décimales illimitées des réels (pas la technique 3, a moins
d’effectuer des troncatures). La technique 3 « rabat » les décimaux sur les entiers. Elle consiste
donc a convertir les deux nombres dans une méme unité de facon a avoir deux nombres entiers
d’unités du méme ordre. La technique de comparaison des entiers sur la « longueur du nombre »
s’applique. Ces deux techniques sont valables a la fois pour les entiers et les décimaux.

Le renforcement de I’écriture décimale

Une idée fondamentale pour renforcer la compréhension de I’écriture décimale est de souligner ce
qui est commun aux entiers et aux décimaux (CREM, 2011a, 2011b), plus précisément aux écritures
décimales avec et sans virgule, par exemple :

- les différentes positions indiquent des unités dont ’ordre de grandeur est différent : de
dix en dix fois plus grand quand on va vers la gauche, de dix en dix fois plus petit quand
on va vers la droite,

- un signe marque ’unité : le chiffre de droite pour I’écriture sans virgule, le chiffre a
gauche de la virgule pour I’écriture avec virgule,

- le zéro est un gardien de place inoccupée,

- etc.

Une idée complémentaire est de souligner ce qui n’est pas commun mais que les éléves utilisent
dans les deux cas, par exemple un zéro terminal a droite multiplie le nombre par dix.
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Entre écriture décimale et fractions : les noms des nombres

Les constructions mathématiques des décimaux a partir de la mesure des grandeurs, qu’elles passent
ou non par les fractions, ont pour point commun d’une part de fractionner des unités en dix de fagon
itérative, d’autre part de s’appuyer sur I’écriture décimale positionnelle.

Un autre axe pour renforcer le lien entre les écritures fractionnaires et les écritures décimales est la
lecture de ces nombres. Une technique pour lire un nombre en écriture décimale, par exemple 5,14,
est la suivante. Il suffit de lire la partie entiére et de lui juxtaposer le « nombre entier » qui constitue
la partie décimale en terminant par le nom du rang du chiffre le plus a droite (ici, des centiemes),
donc 5,14 peut se dire 5 et 14 centiemes. La technique chiffre par chiffre donne une autre
désignation fractionnaire : 5 unités 1 dixiéme 4 centiémes.

Dire quatorze sur cent pour % et cing virgule quatorze pour 5,14, utiliser ces désignations pour

parler des nombres, c’est un peu comme épeler les mots pour parler : le sens des nombres n’est pas
veéhiculé dans 1’oral. A elle seule, une désignation bien choisie permet donc de lier fractions et
S ;- 5N 14 . . .

écriture décimale : 5 et 14 centiémes pour 5,14 et 5 + oo Par ailleurs, la mise en relation des deux

désignations 5 et 14 centiemes d’une part, 5 et 1 dixieéme et 4 centiemes d’autre part fournit une
conversion, réalisée a moindre codt, de la partie décimale : 14 centiemes = 1 dixiéme 4 centiemes.

En écriture fractionnaire la double lecture se traduit par : 5 + % =5+ 11—0 + 1% L’ajout de zéros

« inutiles » est également un moyen de convertir : 0,2=0,20, 2 dixiemes = 20 centiémes. Bien sdr
c’est parce que I’écriture décimale est ce qu’elle est que les conversions se realisent
automatiquement, néanmoins utiliser ces désignations pour les nombres en écriture a virgule est
susceptible de favoriser le lien entre nombre décimal et fractions.

Pour conclure

Pour conclure, je souhaite revenir sur quelques leviers directs ou indirects qui pourraient étre utiles
pour renforcer les connaissances des éléves sur les décimaux. Le premier consiste a approfondir la
compréhension de I’écriture décimale des entiers, en renforgant la connaissance des relations entre
les unités, en genéralisant ses régles de fonctionnement, en la liant a la division euclidienne ou a la
multiplication par les puissances de dix. Le second levier consiste a tenter de donner davantage de
place aux fractions. Une premicre piste est ’utilisation plus fréquente des designations en « —
ieme », a la fois pour les écritures fractionnaires et décimales (ceci suppose de considérer d’autres
dénominateurs que 2, 3 et 4 pour les fractions simples), une deuxiéme est d’introduire le quotient
1:netlégalité 1:n = % dés le CM1 ainsi que les deux caractérisations de % ; la troisiéme consiste

a proposer des problemes avec des fractions opérateurs des le CE2 (avec des fractions unitaires,
écrites en mots, en lien avec la division), puis avec des fractions plus variées au CM1. Une
quatriéme piste pourrait consister a consolider —et généraliser- certaines connaissances sur les
fractions simples, a partir de la mesure des grandeurs, comme les équivalences de fractions, les
décompositions en « entier+rompu ». La fin du cycle 3, avant le travail algébrique, pourrait étre
opportune. Un troisieme levier pourrait étre d’étendre, plus explicitement, I’écriture positionnelle
des entiers aux décimaux, par exemple en soulignant ce qu’elle a de commun pour les entiers et les
décimaux, a harmoniser les techniques et / ou leurs justifications pour les entiers et les décimaux.

La conférence de consensus suggérait a I’institution de réfléchir a la question « Comment et quand
introduire les nombres décimaux ». C’est un probléme complexe qui engage de nombreux
équilibres. Il nous semble que nous avons envisagé dans ce texte des évolutions plus modestes
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susceptibles néanmoins de faire évoluer la situation, sous la condition de formations pour les
enseignants.
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Conf. 02 : Ressources pour les professeurs au cycle 3.
Quand un instrument de calcul ancien s'invite
dans une classe utilisant les nouvelles technologies

Caroline Poisard

ESPE de Bretagne — UBO, laboratoire du CREAD, IREM de Brest; caroline.poisard@espe-
bretagne.fr

Résumé : Nous présentons ici une réflexion sur le travail des professeurs avec des ressources. Pour
illustrer notre propos nous nous appuyons sur un travail de recherche de plusieurs années qui a
abouti a la production de ressources. Les ressources produites sont des ressources pour la classe
(la mallette « boulier chinois a I'école » disponible en ligne) et un parcours de formation pour les
professeurs (disponible sur la plateforme nationale M@agistére). Les savoirs en jeu sont la
numeration décimale, les nombres décimaux et le calcul. Tout d'abord, nous montrons des exemples
d'appropriations par des professeurs de ces ressources. Les professeurs combinent des ressources
matérielles (boulier chinois matériel, fiches papier/crayon, etc.) et virtuelles (logiciels,
applications, etc.) afin de répondre a leurs objectifs. L'usage des nouvelles technologies permet en
particulier pour le professeur de mettre en ceuvre une démarche d'investigation et également de
développer l'autonomie des éléves. Ensuite, nous analysons des travaux d'éleves de cycle 3 en
précisant les savoirs mathématiques en jeu. Nous montrons que I'analyse des procédures et des
erreurs des éleves est une ressource centrale pour le professeur.

Mots clefs : ressources virtuelles et matérielles ; boulier chinois ; nombres et calcul ; liaison CM2-
6eme

1. Introduction : entre recherche et formation
1.1 La didactique des mathématiques : un domaine de recherche

Notre propos se situe entre recherche en didactique des mathématiques et formation des professeurs.
La didactique des mathématiques est un domaine de recherche qui s'intéresse a l'enseignement et
I'apprentissage des mathématiques, de la maternelle a l'université dans le contexte scolaire, mais
également en dehors du contexte scolaire (musées, associations, etc.). Son objet d'étude prend en
compte le professeur et les éleves en fonction d'un savoir mathématique précis et identifié. En tant
que domaine de recherche, la didactique des mathématiques développe des cadres théoriques (avec
des concepts) et des méthodologies de recueil et de traitement de données. L'analyse en didactique
des mathématiques consiste en particulier en l'analyse de données recueillies qui sont mises en
relation avec les concepts d'un (de) cadre(s) theorique(s) choisi(s) . Ceci permet d'aboutir a des
résultats de recherche qui décrivent les phénomenes d'enseignement et d'apprentissage en fonction
d'un savoir mathématique. Une des application des résultats de recherche se fait par la formation
des professeurs. Cette formation est dispensée actuellement en particulier dans les Master MEEF
(Métiers de l'enseignement, de I'éducation et de la formation) pour les professeur des écoles (PE),
professeurs des lycées et colleges (PLC), mais également au sein de la mention PIF « pratiques et
ingénierie de formation » qui permet une formation continue des professeurs a et par la recherche en
éducation. Pour le travail présenté ici, ce sont nos travaux de recherche en didactique des
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mathématiques qui nourrissent des propositions concernant la formation des professeurs et la
production de ressources pour la classe.

1.2 Nos choix théoriques et méthodologiques

Le cadre théorique qui sous-tend notre réflexion est celui de I'approche documentaire (Gueudet et
Trouche 2010, Poisard, Bueno-Ravel, et Gueudet 2011, Gueudet et Bueno-Ravel 2016). La notion
de ressources pour le professeur y est centrale. Les professeurs combinent des ressources
matérielles (boulier chinois matériel, fiches papier/crayon, etc.) et virtuelles (logiciels, applications,
etc.) afin de répondre a leurs objectifs. Nos travaux précédents ont analysé des pratiques de
professeurs des écoles (Poisard, Tournés et Cochet 2016, Bueno-Ravel et Harel 2016, Poisard,
Gueudet et Robin 2016), nous proposons également ici des exemples pour la classe de 6éme.
L'usage des nouvelles technologies permet en particulier pour le professeur de mettre en ceuvre une
démarche d'investigation et également de développer l'autonomie des éléves. Nous souhaitons ici
montrer que les procédures (ou techniques) des éleves sont une ressource centrale pour le travail du
professeur. C'est pour cela que nous articulons l'approche documentaire avec d'autres cadres
theéoriques, en particulier la notion de registre de représentation (Duval 1996) et l'analyse
praxéologique (Chevallard 1999). Le nombre est codé selon différents registres en jeu ici : boulier
matériel, boulier virtuel, écriture en chiffres, eécriture en lettres, etc. Par I'analyse de plusieurs taches
soumises a des eleves de cycle 3 et suivant le registre en jeu, nous montrons que les techniques
mobilisées par les éleves révelent de savoirs différents (Poisard, 2005). Sur les aspects
méthodologiques de cette recherche, l'idée importante est celle d'un travail collaboratif entre
enseignants-chercheurs, formateurs et professeurs. Les échanges entre les membres du groupe sont
primordiaux pour ce type de recherche : des réunions réguliéres permettent un travail de partage
d'expérience, d'analyse de séances testees et de diffusion en formation. Les donneées recueillies sont
celles habituellement utilisées en didactique : observations et vidéos des classes, entretiens avec
professeurs et éleves, travaux d'éléves. Pour le traitement des données filmées ou enregistrées, leur
transcription permet d'analyser des phénomenes.

1.3 Produire des ressources pour la classe et pour la formation

Ce travail de recherche de plusieurs années (Poisard et al 2015) a abouti a la production de
ressources pour la classe, en particulier la mallette « boulier chinois & I'école » disponible en ligne®,
et un parcours de formation pour les professeurs disponible sur la plateforme nationale M@gistére
(Poisard et al 2016). La mallette « boulier chinois » contient des fiches pour la classe, des vidéos,
des trames de séquences, un entretien avec des professeurs, un livret pour le professeur, etc. Les
trames et fiches produites ont été testées en classe, discutées et analysées lors des réunions et a
nouveau testées en classe. Quels ont été nos choix ? D'un part, toutes les fiches sont téléchargeables
et modifiables pour permettre aux professeurs de s'approprier les fiches, de les modifier selon leurs
objectifs. D'autre part, les trames de séquences (ou scénarios) comportent des analyses de travaux
d'éléeves et/ou des extraits de transcriptions de séances de classe. Le parcours de formation
M@agistere contient lI'ensemble des ressources de la mallette et est complété par des extraits vidéos
de classe. Nous avons également rédigé deux quiz pour structurer le parcours. En effet, notre choix
a été de proposer un parcours en cing étapes : les étapes 1, 3 et 5 sont en présence et les étapes 2 et
4 a distance. Pour les temps a distance, un forum est disponible et un quiz est proposé qui permet de

1 Mallette « boulier chinois a I'école » : http://python.espe-bretagne.fr/blog-gri-recherche/?page id=611
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préparer la séance suivante. Argumentons nos choix également. Tout d'abord, ce type de formation
ne peut pas se dérouler entierement a distance, des temps en présence sont essentiels. En classe, les
appropriations des professeurs montrent qu'une nouvelle ressource (utilisant les nouvelles
technologies ou non) est intégrée parmi d'autres mais ne remplace pas l'existant. Il en est de méme
pour les formations, il nous semble essentielle de combiner des temps en présence et a distance, de
ne pas aller vers le « tout numérique ». D'autre part, un des objectifs important de la formation est la
production de trames de séquences incluant l'analyse de séances qui sont mutualisées entre les
participants. Ceci rejoint donc la notion de travail collaboratif que nous développons nous-méme
pour nos travaux. Un travail d'analyse de l'appropriation de ce parcours par des formateurs est en
cours. Ces choix concernant la production de ressources pour la classe et le parcours de formation
sont donc étroitement imbriqués avec nos objectifs de recherche.

Afin d'analyser des exemples de mise en ceuvre en classe et de travaux d'éléves, il nous faut
présenter la ressource en jeu : le boulier chinois. Deux principes permettent de comprendre son
mode de fonctionnement (Figure 1) :

e Chaque tige du boulier correspond a un rang de la numération. Pour I'exemple de 2 075, la
tige des unités est a droite, puis en allant vers la gauche : dizaines, centaines, unités de mille,
etc. Pour les nombres décimaux (par exemple 207,5), il suffit de décaler la tige unités vers la
gauche pour avoir des rangs disponibles pour la partie décimale. Sur le boulier virtuel, la
tige unités est en rouge ce qui permet de la repérer.

e Dans la partie supérieure, il y a deux boules par tige appelées quinaires qui valent chacune
cing (5, 50, 500, etc. selon le rang). Dans la partie inférieure, il y a cing boules par tiges
appelées unaires qui valent chacune un (1, 10, 100, etc. selon le rang).

2 075 Voir nombre Placement Mise & zérg |

Figure 1 : Inscriptions de 2 075 et de 207,5 sur le boulier chinois virtuel?

Nous appelons la barre centrale la barre de lecture car les boules sont activées vers cette barre
centrale, sur le boulier matériel, les boulent peuvent étre claquées vers la barre de lecture en un seul
geste pour inscrire les nombres plus grands que 5 sur une tige. Dans chaque rang, il est possible
d'inscrire de 0 a 15, ce qui permet d'avoir plusieurs inscriptions possibles pour un méme nombre.
Nous appelons inscription économique l'inscription qui déplace le moins de boules possible. Nous
allons maintenant présenter des exemples de mises en ceuvre au cycle 3 par des professeurs.

2. Exemples de mises en ceuvre dans des classes de cycle 3

Nous présentons trois étude de cas : les appropriations de la mallette « boulier chinois » par trois
professeurs. Pour chacune, nous présentons les objectifs des séquences, les ressources (utilisées ou
créées) qui nous paraissent centrales ainsi que les principaux choix des professeurs. C'est en

2 Le boulier chinois virtuel est un logiciel de Sésamath : http://cii.sesamath.net/lille/exos_boulier/boulier.swf
téléchargeable sur le mallette « boulier chinois » (version locale).
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particulier les entretiens menés et transcrits, les trames de séquences et les discussions lors des
réunions qui permettent cette analyse. Les concepts de I'approche documentaire sous-jacents sont la
notion d'orchestration des ressources par le professeur, la mise a la main des ressources
(instrumentalisation) et la modification des connaissances du professeur (instrumentation).

2.1 Appropriation d'Elodie en CM2?

Pour Elodie, l'objectif des séances avec le boulier est de travailler sur la numération décimale
(notions de chiffre et de nombre), sur les groupements et les échanges, sur le distinction entre valeur
et quantité et sur la décomposition des nombres. Concernant les ressources, elle a combiné celles
déja existantes et a également produit une nouvelle fiche pour travailler sur I'inscription en lettres
des chiffres et la décomposition des nombres (Figure 2).

IxscRIPTION PROPOSEE INSCRIPTION ECONOMIQUE
SUR LE BOULIER SUR LE BOULIER
Mombre acijee  “otsioss demdlle | Dizaines de mille | Unités de mille | Centaities Dizsines Unités
e - oM dmd i C 8] u
Duinixires
Uiadres

Décomposition du nombre inserit sur le boulier

Décomposition économique du nombre :

Egriture chiffrée :

Figure 2 : Extrait de la fiche créée par Elodie

Lors des séances, Elodie a choisi de travailler par investigation en posant des questions de recherche
aux éleves, en proposant des temps de recherche puis des phases de validation ou les éleves
proposent des réponses. Les éléves débattent donc des différentes réponses, justes au fausses. Lors
de cette séance, la classe n'est pas équipée de vidéo-projecteur et Elodie utilise un cadre de boulier
en papier avec des aimant pour montrer les différentes propositions a la classe pour en débattre.Pour
la premiére séance, Elodie a choisi un découpage en quatre phases (séance de 45 min) :

e Phase 1: La découverte du boulier est proposée aux éléves a partir des questions. Qu'est-ce
que cet objet ? A quoi sert-il ? Aprés plusieurs propositions des éléves dont un babyfoot (par
rapport a la partie qui compte les points), il est convenu que cet objet est un boulier et qu'il
est utilisé par des marchands pour calculer.

3 Voir également Poisard et al 2016.
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e Phase 2 : La question a I'étude est ici : Comment fonctionne le boulier ? Aprés un temps de
travail en groupes (20 minutes environ), les différentes propositions sont argumentées et
débattues. Le professeur précise que I'on peut inscrire des grands nombres et écarte donc les
propositions qui se limitent a 71 (13x7) et 676 (13x2+13%50).

e Phase 3: Le professeur propose les inscriptions économiques des nombres 12 puis 7. A
partir des ces deux exemples, le mode d'emploi du boulier est alors stabilisé.

e Phase 4: La derniére phase consiste en une synthése sur le mode de fonctionnement du
boulier (pour les nombres entiers), en précisant le vocabulaire important : les noms et
valeurs des boules (unaires/quinaires) et le lien entre tige et rang de la numération.

Dans les séances suivantes, la notion d'inscription économique est travaillée, en particulier les
questions suivantes ont été proposées : Combien de maniere existe-t-il sur le boulier chinois pour
inscrire 10 ? Pour inscrire 100 ? Pour inscrire 10 sur le boulier, lorsque la tige des unités est a
droite, il y a trois possibilités : deux possibilités sur la tiges des unités (2 quinaires ou (1quinaire et
5 unaires) activées) et une possibilité sur la tige des dizaines (lunaire activées). Pour 100, avec
toujours les unités a droite, il y a sept possibilités (Figure 3).

1 unaire dans les centaines
100, inscription économique

2 quinaires dans les dizaines
100=50+50

math [REM

1 quinaire et 5 unaires dans les
dizaines
100=50+10+10+10+10+10

(1 quinaire et 4 unaires) dans

les centaines et 2 quinaires dans

les unités
100= 50+10+10+10+10+5+5

esamath IREM

(1 quinaire et 4 unaires) dans
les centaines et (1 quinaire et 5
unaires) dans les unités

100=
50+10+10+10+10+5+1+1+1+1+1

Figure 3 : Inscrire 100 sur le boulier

2.2 Appropriation de Rose en CM1*

Pour Rose, l'objectif de la séquence est de « mieux comprendre le systéme d'échanges en
numeération avec des grands nombres et des nombres décimaux ». Elle utilise les ressources a

4 Voir également Poisard, Gueudet, Robin, 2016.
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disposition dans sa classe : le vidéo-projecteur (avec le boulier virtuel) relié a l'ordinateur du
professeur, le visualiseur (avec le boulier mateériel) et les 15 ordinateurs portables pour les éleves.
Elle a également repris le modele de cadre de boulier disponible dans la mallette. Il était prévu pour
étre imprimé en A3 et utilisé avec aimants au tableau. Rose a repris ce cadre plastifié en A4 pour
chaque éleve qui est utilise comme une ardoise (avec des feutres). Ceci permet a Rose de mettre en
place des seances boulier régulierement, sur des temps courts, en articulant boulier virtuel, matériel
et fiche plastifiée. Rose a également intégré l'usage du boulier dans sa progression : dans les fiches
de « calcul rapide » utilisées quotidiennement, des lectures de nombres sur le boulier sont proposées
(figure 4).

CALCULS RAPIDES
Pour chague caleul, inscrire  +  lorsque la réponse est bonne et rapide.
inscrire - lorsque la réponse est fausse.

DATES= 13/juin | 14/juin | 15/juin | 16/juin | 17/juin | Résultats
Lecture des |
nombres

+ |+ |+ |+ |+ 17

TETTNEEEERENT

- |+ |+ + |+ 04

- - |+ + |+ | 85

- -+ ]+ ]+ 59

+ |+ |+ |+ |+ 009

==========

- -+ ]+ 052

Figure 4 : Articulation des ressources pour Rose

Concernant ses choix, Rose a travaillé par investigation, en donnant une place centrale a la
verbalisation des procédures des éleves qui sont argumentées et débattues en classe. La possibilité
de projeter les bouliers (vidéoprojecteur et visualiseur) est importante car elle permet de montrer a
la classes les procédures et d'engager une discussion argumentée. La question de l'autonomie des
éleves est en jeu avec l'utilisation du boulier j3p (figure 5) qui est un logiciel qui permet un retour
sur la réponse, juste ou fausse, avec des explications sur I'erreur éventuelle. Rose choisit d'utiliser le
boulier j3p pour développer l'autonomie de travail des éléves. De plus, l'articulation de ressources
déja utilisées par Rose et de la nouvelle ressource boulier permet a Rose de revoir la présentation de
sa fiche « tableau de numération » déja présente en classe. Chaque éléve a une fiche plastifiée du
tableau de numération, parmi les ressources pour travailler sur la numération (écritures mixtes,
langages, etc.). Une question importante pour Rose est la place de la virgule dans ce tableau et suite
a l'analyse d'erreurs d'éléves pour inscrire des nombres décimaux sur le boulier, Rose revoit ce
tableau et propose que la virgule apparaisse sur la ligne de séparation entre la partie entiére et la
partie décimale (figure 5). En effet, la fonction de la virgule décimale® est de séparer la partie

5 D'ailleurs, les pays anglo-saxons utilisent eux le « point décimal » a la place de la virgule.
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entiere de la partie décimale c'est-a-dire d'indiquer que les unités sont immédiatement a gauche de
la virgule. De plus, Rose choisit de ne plus indiquer la virgule sur toutes les lignes, mais de laisser a
la charge de I'éleve de placer celle-ci. En effet, les éleves ont parfois un raisonnement erroné et
pensent que la virgule est un rang de la numération dans une colonne (ou sur une tige du boulier).
Nous discutons en détails de ce point dans la partie suivante (partie 3).

TABLEAU DE NUMERATION @ Question: sur5
q f : DI g P Boulier - (APl exl)
MILLIERS UNITES 9 PARTIE DECIMALE (% S

C D U Centaines | Dizaines Unités Dixiémes Centiémes | Milliémes

Inscris sur le boulier le nombre :

Cx0,1) Cox0,01) | (x 0,001) ] 30
(. 100000) | (% 10) (e 1000) (x 100) (x 10) (x1) 1 1

x5 ) = 30p )|

1 - £
1000 ! Clest faux !
Tu as inscrit 3. Voici la solution :

et dixiémes centibmes  milliémes

Figure 5 : Tableau des nombres et boulier j3p
2.3 Appropriation de Mathilde en 6eme

En classe de 6éme, le travail de Mathilde s'insére dans un travail collaboratif avec trois autres
professeurs de mathématiques. Les professeurs ont choisi de travailler sur le boulier depuis deux
ans, leur hypothése est que si la numération décimale est mal installée chez les éléves, cela constitue
un obstacle a I'apprentissage des techniques opeératoires. Leur objectif est donc de travailler sur la
numération avec le boulier pour remédier aux difficultés des éléves et egalement « remotiver les
éleves par la manipulation ». L'aspect manipulation matérielle en mathématiques est une idée
centrale pour le groupe pour motiver les éleves. Concernant les ressources mises au point dans le
groupe, une fiche papier-crayon sur les nombres décimaux a été élaborée pour travailler sur les
différentes possibilités d'inscrire un nombre sur le boulier et travailler sur les différentes écritures
des décimaux également. Par exemple, lorsque la tige des unités est la 3eme tige en partant de la
10

droite, combien d'inscriptions possible pour 1 ? En effet, 1 = o= 110+%= etc.. Le lien entre

I'écriture « a virgule » et sous forme de fractions décimales (plus petites que 1) est revu en intégrant

le boulier, par exemple la tache « inscrire 1,25 sur le boulier » est complétée par I'écriture de
2 5 N o a .

125=1+_-+_—. Dans un des colléges, des tablettes numériques peuvent étre empruntées et le

professeur choisit de fonctionner en groupe classe avec la moitié du groupe qui travaille sur des
bouliers matériels et l'autre sur la tablette®.

Comme ressource importante, Mathilde fabrique un jeu de cartes auto-correctives qui est réinvesti
par les autres professeurs. Ces cartes proposent d'un coté une opération (addition ou soustraction) et
de l'autre c6té, le résultat a obtenir sur le boulier avec une copie d'écran de boulier. Ce choix a été
fait par Mathilde afin que les éléves travaillent en autonomie et « chacun leur rythme », elle trouve
également que l'intérét des cartes est qu'elles les « libérent du stylo » pour manipuler le boulier.

6 Le mot clé « abacus », boulier en anglais, permet de trouver des applications (gratuites) pour tablettes.
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Comme nous le verrons plus loin, Mathilde trouve également intéressant les fiches papier-crayon.
Des cartes auto-correctives pour travailler sur les grands nombres, et les fractions et décimaux ont
également eté fabriquées.

Figure 6 : Cartes autocorrectives « additions et soustractions »

Lors de sa deuxieme année d'utilisation du boulier en classe, un des choix spécifiques de Mathilde
est de proposer la fabrication du boulier : chaque éléve construit un boulier en début d'année (en
lien avec un projet d'accompagnement personnalisé AP, figure 7 et fiche’). Ce choix trés fort est
motivé par le souhait d'avoir le boulier en classe disponible lorsque nécessaire. En effet, lors de la
premiere année, les éléves ont parfois demandé le boulier pour travailler certains aspects du nombre
(multiples de 10) et il est important pour Mathilde de pouvoir y apporter une réponse favorable.

| L]

Figure 7 : Fabrication du boulier chinois

Nous avons donc détaillé plusieurs appropriations des ressources par des professeurs et décrit
comment des nouvelles ressources se combinent aux ressources existantes en fonction des choix des
professeurs. Certaines ressources sont également créées spécifiqguement par les professeurs en
fonction des objectifs d'apprentissages retenus. L'intégration de ressources utilisant les nouvelles
technologies prend en compte les ressources existantes en combinant des ressources matérielles et
virtuelles. Les ressources utilisant les nouvelles technologies ne remplacent pas d'autres ressources
« traditionnelles ». De plus, l'appropriation de ressources permet un travail de réflexion en
mathématiques et en didactique des mathématiques pour les professeurs.

3. Exemples de travaux et de procédures des éléves

L'analyse des procédures et des erreurs des éleves se base sur des travaux d'éléeves (des fiches
papier/crayon), sur les observations en classe, sur les discussions lors des réunions et sur les

7 Voir Mallette « boulier chinois a I'école » : http://python.espe-bretagne.fr/blog-gri-recherche/?page id=611
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entretiens avec les professeurs. La notion de registre est utilisée concernant les nombres qui sont
codés sur le boulier, en chiffres et en lettres. L'analyse de taches soumises aux éléves montre
plusieurs techniques (ou procédures) relatives a des savoirs (technologies) et différents selon le
registre en jeu. Nous montrons que l'analyse des techniques est une ressource centrale pour le
travail documentaire des professeurs.

3.1 Les grands nombres et les décimaux au CM1 (Rose)

L'analyse de travaux d'éléves sur les grands nombres en CM1 a été décrit dans Poisard et al 2016.
Nous l'augmentons ici d'exemples de travaux d'éleéves sur les nombres décimaux (figure 8) et sur la
question de recherche : « On considére que la tige de droite forme les unités, si toutes les boules
sont activées : quel nombre est alors inscrit ? ».

LA
Sescw
S v
O

| [)_;(’50 ‘{’

Production d'Arnold pour écrire en chiffres un nombre

inscrit sur le boulier

Oubli du zéro dizaines: 9 165 est inscrit

H g con |

i Réponse de Matthieu

e

Production de Yann pour inscrire sur le boulier un
nombre écrit en chiffres

Figure 8 : Exemples de travaux d'éleves de CM1

Nous pointons deux erreurs assez classiques de compréhension de la numération : le lien entre la
signification orale et chiffrée des nombres et le probléme de compréhension des zéros intercalés
dans un nombre. Le boulier permet d'identifier ces erreurs (ou de les repérer a nouveau) et de faire
un travail de remédiation. Les taches demandées sont : « écrire en chiffres un nombre entier inscrit
sur le boulier » (Arnold) et « inscrire sur le boulier un nombre écrit en chiffres » (Yann). Sur le
boulier proposé a Arnold, le nombre inscrit est 910 735 c'est-a-dire en toutes lettres : « neuf-cent-
dix-mille-sept-cent-trente-cing ». Arnold écrit ce qu'il entend en le lisant : 900 10 000 700 35. Pour
Yann, le nombre a inscrire sur le boulier est 91 605, mais il inscrit 9 165 car il ne prend pas en
compte l'inscription du zéro sur le boulier. Il ne laisse pas la tige des dizaines a zéro.

Afin d'évaluer les apprentissages des éléves, il est important de leur demander d'écrire en chiffres et
en lettres les nombres afin de bien repérer les éventuelles difficultés. Nous analysons ici deux
erreurs d'éleves pour un exercice qui propose un nombre décimal inscrit sur un boulier chinois. La
consigne pour les éleves est : « écrire ces nombres en lettres (unités, dixiemes, centiemes) et en
chiffres ». Le nombre inscrit sur le boulier est 35,15 soit 35 unités, 1 dixiéeme et 5 centiemes (figure
8). Maiwenn donne une réponse juste pour l'écriture en chiffres mais ne donne pas la bonne
signification des chiffres dans ce nombre. Il semble qu'il y ait une confusion entre le rang des unités
et la position de la virgule. En effet, la virgule sert de séparateur entre la partie entiere et la partie
décimale et Maiwenn semble ne pas avoir acquis cela. De plus, elle mentionne les centiemes alors
que seules deux tiges forment la partie décimale. Pour Matthieu, la réponse est juste pour l'écriture
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en chiffres et en lettres de la partie entiere : 35 soit 3 dizaines et 5 unités. Par contre, il ne considére
pas les deux rangs de la partie décimale et ajoute les deux inscriptions comme si elles étaient sur
une seule tige (celle des dixiémes).

Lors d'une séance, certains éléves ont cherché a répondre a la question : « Quel est le plus grand
nombre inscriptible sur le boulier ? ». Sur cet exemple, Noé (figure 9) lit le nombre maximum
inscrit sur une tige 15 (selon le rang) et écrit le calcul a effectuer. 1l repére le numéro de la tige : 1
pour les unités, 2 pour les dizaines (15 dizaines vaut 150) , etc. jusqu'a la 13éme tige. Il n'a pas ici
poseé l'opération pour donner le résultat, mais sa démarche est pertinente.

AR - 450+ S004+48 Analyse de la question de recherche pour un

{\j 2 -4 Pt lomog boulier a 13 tiges :

45“";# 150000t 1€ 000000t 12 |

tSombgy 2 5 > 1510
i=0

4 1
9 j 00; ¥ 1 5%000

%00-}15% o yy: =15+ 150 + 1500 + ... + 15 x 1012
42%0*15% =15x (1+10+102+ ... +1012)
43 7 =15x1111111111111
= 16 666 666 666 665

Production de Noé sur la recherche du plus grand nombre  C'€st un nombre a 14 chiffres avec 12 six qui se
|n5cr|pt|b|e sur le boulier chinois Ilt .« 16 ml”e ml||IaI’dS 666 mI”IaI’dS 666
millions 666 mille 665 ».

Figure 9 : Question de recherche, CM1
3.2 Les nombres décimaux en 6é (Mathilde)

Mathilde enseigne a trois classes de 6eme et elle a proposé une fiche « test » a ses éléves au mois de
mars. Nous avons recueilli 57 fiches que nous analysons ici. Cette fiche® comporte huit questions :

e (Quatre questions portent sur la tache « inscrire des nombres sur le boulier (dessin) a partir
des écritures chiffrées », les questions 1 et 2 proposent des grands nombres (91 605 et
231 880) et les questions 3 et 4 des nombres décimaux (12,35 et 531,037)

e Quatre questions portent sur la tache « écrire en chiffres et en lettres des nombres inscrits sur
un boulier , les questions 5 et 6 portent sur des grands nombres (910 735 et 732 101) et les
questions 7 et 8 portent sur des nombres décimaux (35,15 et 623,051).

Plusieurs registres sont en jeu : les bouliers (dessins ou copies d'écran), des nombres en chiffres et
des nombres en lettres. Plusieurs variables didactiques sont a considérer : la nature des nombres
(entiers ou décimaux), la taille des nombres (nombre de chiffres dans la partie entiére et décimale),
les zéros intercalés dans les nombre (ou non), le nombre de tiges proposées sur le boulier, le
placement de la tige unité (ou non), etc. Nous avons choisi pour les questions 1 a 4 de proposer un
boulier a six tiges et de fixer la tige des unités (en gras). Pour les questions 5 a 8, des copies d'écran
du logiciel ont été faites, le boulier posséde 13 tiges. Pour I'ensemble des questions, pour les

8 Voir Mallette « boulier chinois a I'école » : http://python.espe-bretagne.fr/blog-gri-recherche/?page id=611
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nombres entiers les unités sont a droite et pour les nombres décimaux la tige unité est la quatrieme
en partant de la droite.

Concernant les questions 3 et 4, quelques erreurs sont a constater par rapport a la virgule pour
laquelle une tige est laissée vide (figure 10). Pour Morgan par exemple, 531,037 est inscrit sur 7
tiges en utilisant le cadre gauche du boulier pour inscrire les 5 centaines, la tige des unités n'est
donc pas repérée comme un séparateur entre la partie entiere et la partie décimale. Pour inscrire
12,35, Morgan propose une réponse juste, mais on constate que certaines tiges sont effacées et donc
qu'une rectification a été faite. Pour Sasha, une erreur apparait pour inscrire 12,35 qui est faite sur
cing tiges avec une tige laissée vide qui semble indiquer la virgule. L'inscription de 521,037 est elle
juste, mais on peut s'interroger sur la signification pour cette éleve d'une tige vide : est-ce que cela
correspond a zéro dixiéme ou bien a la virgule (ce qui serait alors une erreur) ?

Inserire sur le boulier Inscrire sur le boulier

-+

= 12,35 P8 4 ¢ 12,35

—-
VAV RW pw

531,037 P

A
f
[ 4
]

531,037

L

et 1

vaACiw)
=
\/

U

Réponse de Morgan ]
Réponse de Sasha

Figure 10 : Travaux d’éleves de 6eme, questions 3 et 4

Concernant les questions portant sur I'écriture en lettres des nombres, un seul éleve utilise une
écriture mixte « 35 unités 1 dixiéme et 5 centiémes », alors que les autres éleves qui fournissent une
bonne réponse écrivent tous les nombres en lettres. Cet éleve propose d'ailleurs des réponses justes
a toutes les questions. Plusieurs éleves proposent des réponses du type « trente-cing unités et quinze
centiéemes » que nous validons comme réponse juste. Pour les questions 7 et 8, nous comptabilisons
17 erreurs sur les 67 travaux. Pour 10 des 17 éléves qui n'ont pas fourni de bonne réponse, l'erreur
est dans le vocabulaire utilisé qui n'est pas celui attendu c'est a-dire qu'il n‘'utilisent pas les mots
dixieme et/ou centieme et/ou milliéme. Pour 9 de ces 10 éléves, « trente-cinq virgule quinze » est
propose et un éléeve fournit la réponse « trente-cing et quinze ». Ces réponses qui sont d'un usage
courant sont considérées ici comme fausses car I'objectif est de travailler le vocabulaire associé aux
nombres décimaux afin de travailler sur le sens de ces nombres. On constate donc 7 autres erreurs
pour les questions 7 et 8, nous notons en particulier les réponses de Pierre (figure 11) qui
comportent une erreur assez fréquente (en début de cycle 3): la confusion des mots
dizaines/dixiémes et centaines/centiémes.
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Ecrire en chiffres et en lettres (unités, dixiémes, centiemes, milliemes)
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Figure 11 : Exemple d'erreur 6éme, questions 7 et 8 (Pierre)

Nous analysons ici les réponses d'une éleve : Halima a I'ensemble des questions (figure 12). Pour
les questions 5 a 8, le mot « unités » est systématiquement écrit pour terminer I'écriture en lettres
des nombres. Pour les nombres entiers, ceci n'est pas d'usage, on dit « neuf-cent-dix-mille-sept-
cent-trente-cing » plutdt que ce que propose Halima : « neuf-cent-dix-mille-sept-cent-trente-cing
unités ». Les réeponses aux questions 5 et 6 ne sont pas fausses, mais l'usage n'est pas de preciser les
unités, ceci peut reveler un probléeme de compréhension pour cette éleve. Par contre, pour les
questions 7 et 8, I'écriture en lettres des nombres décimaux révele un probléme de compréhension
de la numeration : les dixiémes et les unités sont inversés pour 35,15 dont la réponse est « trente-
cing dixiémes et quinze unités ». Il semble donc que cette éléve utilise un théoreme en actes
(Vergnaud 1990) : « les unités sont a droite » pour écrire les nombres entiers et décimaux en lettres.
Ce théoréme est utilise par Halima pour répondre aux questions proposees, il donne des réponses
justes pour les nombres entiers (méme si la mention « unités » n'est pas d'usage au cycle 3), et des
réponses fausses pour les nombres décimaux. Si on met en regard a cette analyse les réponses aux
questions 1 a 4, on constate que cette éleve a dessiné toutes les boules du boulier, méme celles qui
ne sont pas activées. Nous pouvons faire I'hypothese d'un lien entre la nécessité de dessiner
I'ensemble des boules et la non compréhension de certains aspects de la numération (pour les entiers
et les décimaux) pour les éléves.

Ecrire en chiffres et en lettres Ecrire en chiffres et en lettres (unités, dixiemes, centiemes, milliemes)
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Figure 12 : Analyse des réponses de Hallma 6eme

Nous avons donc présenté des analyses de travaux d'éleves que nous considérons comme des
ressources pour le professeur. Pour Elodie (CM2), le travail en classe de verbalisation qui est
demandé aux éléves est central, il lui permet de mettre en place des séances de type investigation
pour argumenter sur les procédures (justes ou fausses) qui sont verbalisées par les éléves. Pour Rose
(CM1), c'est l'analyse de travaux d'éleves qui lui a permis d'identifier le probleme de «non
représentation » de la virgule sur le boulier et sur le tableau des nombres. Pour Mathilde (6eme), le
travail de manipulation et les cartes auto-correctives sont importants dans les séances en classe,
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mais suite au test, elle pense que : « C'est un test tres intéressant qui m'a permis de mettre en place
une sérieuse remédiation sur la lecture des nombres. Les éléves ont trouvé cela facile ! Et ils se sont
tres peu servi du boulier. » C'est donc bien l'analyse de ce travail écrit qui a permis & Mathilde
d'envisager de nouvelles séances en classe.

3.3 La soustraction et I'addition sur le boulier

Il est intéressant de comparer différentes techniques pour effectuer des opérations (Poisard 2009,
figure 13). Ces techniques sont caractérisées par des savoirs spécifiques et peuvent dépendre du
registre en jeu. Pour effectuer la soustraction (653-271) sur le boulier, c'est la technique « par
emprunts » (ou technique « par cassage », ou technique « anglo-saxonne ») que I'on peut effectuer
«a la main » en déplagant des boules. On emprunte une centaine a 653 que 1’on écrit comme 10
dizaines. Sur le boulier, on désactive une unaire des centaines et on active une quinaire et 5 unaires
dans les dizaines. On peut maintenant enlever 271 et lire le résultat : 382.

Avec le boulier chinois :

TTTTTTTTTTW

La méthode par ajouts paralléles : La méthode par emprunts :
6 5 3 5
-2 71 6 15 3
3 8 2 -2 7 1
653 — 271 = (653+100) — (271+100) 3 8 2

100 s’¢crit comme 10 dizaines (1¢re ligne) puis | 653 — 271 = (653-100+100) — 271

une centaine (2eme ligne). On casse les 6 centaines (1ére ligne), il ne reste

que 5 centaines et on ajoute 10 dizaines aux
dizaines, ce qui donne 15 dizaines.

Figure 13 : Différentes techniques pour calculer (653-271)

La méthode par emprunts ne nécessite que des connaissances sur la numération de position. La
méthode par ajouts paralléles, la plus répandue en France, est plus délicate a comprendre, elle
nécessite de connaitre la numération de position et aussi des propriétés opératoires. De plus, elle fait
intervenir deux retenues que ’on écrit avec la méme notation : 1, une retenue signifiant +10 et
I’autre +1, ce qui est source de confusion.

Analysons maintenant l'addition (38+13). Cet exemple nous a été inspiré par une professeur des
écoles qui a mis en place une séquence sur les nombres et les opérations avec le boulier en
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CE1/CE2. Pour aider a la compréhension des trois techniques que nous analysons (figure 14), nous
indiquons l'inscription de 38 sur le boulier.

38 voir nombre | (IS (FEEEEE0
Inscription économique de 38 sur le boulier chinois

Technique 1 : Technique 2 : Technique 3 :
38+13 = 38+2+11 38+13 =38 + 3 +10 38+13 =38 +20 -7
On effectue : On effectue On effectue :
38+2 38+ (5-2)+10: e 38 + 20 (2 dizaines)
e ¢échange 1 : 5 unaires contre 1| @ 38+5-2 e - 7 (donc 58 - 7)
quinaire dans les unités e ¢échange 1: 2 quinaires dans| e échange : 5 unaires contre 1
e ¢échange 2 @ 2 quinaires dans|les unités contre 1 unaire dans|quinaire dans les dizaines
les unités contre 1 unaire dans | les dizaines e lire 51
les dizaines e +10 (1 dizaine) (donc 41+10)
e +11 (donc 40+11) e ¢change 2 : 5 unaires contre 1
e ¢échange 3 : 5 unaires contre 1| quinaire dans les dizaines
quinaire dans les dizaines e lire 51
o lire 51

Figure 14 : Différentes techniques pour calculer (38+13)

La technique 1 comporte trois échanges : un échange entre colonnes (10 unités équivaut a 1 dizaine)
et deux échanges dans une méme tige entre 1 quinaire et 5 unaires (ou inversement). Le troisieme
échange permet d'obtenir une inscription économique dans les dizaines pour donner le résultat.
Cette technique permet de travailler sur la notion d'échanges. La technique 2 fait appel a la
décomposition 13 en 10+3 et aussi de 3 en 5-2. Cette technique prend en compte les caractéristiques
du boulier car la quinaire des unités (non activée pour 38) est utilisée pour réaliser le calcul. Deux
échanges sont nécessaires : un échange entre colonnes et un échange unaires/quinaire. La technique
3 est une technique de calcul mental réfléchi que I'on peut faire rapidement sur le boulier, 13 est
considéré comme (20-7), étant donné que le nombre de départ est 38, l'ajout de 2 dizaines et le
retrait de 7 unités est immédiat. Un seul échange unaires/quinaire est nécessaire pour que le résultat
51 soit donné sous forme d'inscription économique.

4. Conclusions

Pour débuter I'apprentissage sur le boulier, les deux principales taches sont : la lecture des nombres
et l'inscription des nombres (entiers puis décimaux). Le travail sur le calcul avec le boulier peut
ensuite étre introduit. Les différents registres de représentation proposés ici : le boulier, les écritures
en chiffres des nombres, les écritures en lettres des nombres permettent de varier les représentations
du nombre pour les éléves. Duval (1996) montre I'importance pour apprendre les mathématiques de
prendre en compte une variété des registres de représentations sémiotiques et de coordonner ces
registres. La possibilité de comprendre les nombres dans différents registres et de les convertir dans
différents registres est donc centrale pour I'apprentissage des éleves.
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Ce travail montre la nécessaire appropriation de ressources par les professeurs. Chaque professeur
retient certaines nouvelles ressources en les combinant avec d'autres déja en usage, en fonction de
ses objectifs d'apprentissage et des contraintes sur les disponibilités des ressources. L'étude du
travail d'appropriation de la ressource boulier pour Elodie, Rose et Mathilde permet de décrire et
d'analyser ce travail du professeur. Nous montrons que l'articulation de ressources matérielles et
virtuelles permet un travail en classe qui met en avant : l'investigation des séances, l'autonomie des
éleves et la différenciation du travail pour les éléves. L'analyse des travaux et des procédures
possibles d'éleves permet d'identifier le travail des éléves comme une ressource centrale du
professeur. Le travail d'analyse des techniques prend en compte I'analyse des erreurs des éléves en
particulier pour proposer un travail adapté au niveau de connaissances de chaque éléve afin que le
travail soit motivant et permette des progrés pour chacun. De plus, nous décrivons différentes
techniques possibles pour répondre a des taches de calcul. En effet, suivant le registre en jeu,
plusieurs techniques de résolution sont disponibles pour les éléves. Un temps de travail en classe sur
I'analyse des techniques nous semble primordial pour permettre a chaque éleve de progresser dans
ses apprentissages en mathématiques.

Remerciements aux professeurs et aux éléves qui ont participé a ce projet.

Références

Bueno-Ravel, L. & Harel, C. (2016). Le calcul mental a I'école : apports du boulier chinois.
Mathematice 51.

Chevallard, Y. (1999). L'analyses des pratiques enseignantes en théorie anthropologique du
didactique. Recherches en Didactique des Mathématiques, 19(2), 221-266.

Duval, R. (1996). Quel cognitif retenir en didactique des mathématiques? Recherches en Didactique
des Mathématiques 16(3), 349-382.

Gueudet G., & Trouche L. (2010). Des ressources aux documents, travail du professeur et geneses
documentaires. In Gueudet G., Trouche L. (Eds.). Ressources vives. Le travail documentaire des
professeurs, le cas des mathématiques (pp.57-74). Rennes : Presses Universitaires de Rennes et
INRP.

Gueudet, G., & Bueno-Ravel, L. (2016). Perspectives didactiques sur le boulier : un questionnement
renouvelé. Mathematice 51.

Poisard, C. (2005). Les objets mathématiques matériels, I'exemple du boulier chinois, Petit x, 68,
39-67.

Poisard, C., Bueno-Ravel, L., & Gueudet, G. (2011). Comprendre l'intégration des ressources
technologiques en mathématiques par des professeurs des écoles. Revue pour la Recherche en
Didactique des Mathématiques. 31-2, 151-189.

Poisard, C., Gueudet, G., Bueno-Ravel, L. & Besnier, S. (2015, sept). Le plaisir de manipuler en
mathématiques a I'école : ressources matérielles et virtuelles. Les notes du CREAD, 1.

Poisard, C. Gueudet, G., Robin, R. (2016). Ressources technologiques en mathématiques : les
grands nombres au CM1. Math-Ecole, 226, 18-22.

Enseigner les maths au Cycle 3 — Poitiers — Juin 2017



41 Conférence 02 : C. Poisard

Poisard, C., Riou-Azou, G., D'hondt, D., & Moumin, E. (2016). Le boulier chinois : une ressource
pour la classe et pour la formation des professeurs. Mathematice 51.

Poisard, C., Tournes, D., & Cochet, I. (2016). De I'abaque a jetons au boulier chinois : analyse d'une
expérience au CE1. Mathematice 51.

Poisard, C. (2009). Boulier chinois et algorithmes de calcul. Plot 27, 22-25.

Vergnaud, G. (1990). La théorie et les champs conceptuels. Recherches en didactique des
mathématiques. 10/2.3. 133-170.

Enseigner les maths au Cycle 3 — Poitiers — Juin 2017



42

Conf 03 : Grandeurs et geométrie
Matthieu Gaud,
Groupe Collége, IREM de Poitiers ; matthieugaud@gmail.com

Résumé : En nous appuyant sur des éléments d’histoire des mathématiques, nous montrerons le role
que jouent les grandeurs angles, longueurs, aires et volumes dans la construction de la géométrie
éléementaire, mais aussi dans [’extension de la notion de nombre. Nous verrons que ce sont des
questions liées a ces grandeurs qui ont favorisé cette construction et cette extension. D autre part,
la recherche de l'usage des connaissances de mathématiques élémentaires dans la vie actuelle et
passée des hommes nous a fait prendre conscience qu’elles vivaient essentiellement a travers la
manipulation de grandeurs. Nous proposons donc, un peu a l’instar de Clairaut avec ses EIémens
de géométrie de 1741, un apprentissage de la géométrie a partir de [’étude des 4 grandeurs
géométriques et de 4 types de tdches associés a chaque grandeur. C’est une démarche que nous
expérimentons et pratiquons depuis une dizaine d’années au collége. Nous en donnerons une
déclinaison au cycle 3 en en montrant les avantages.

Mots clefs : Grandeurs ; Geometrie ; Euclide ; Clairaut ; cycle 3

Préliminaire

Si I’on regarde le type d’exercices techniques, comme multiplier un nombre par une fraction, qui
figurent en abondance dans les manuels de cycle 3, et le temps qui y est consacré dans les
apprentissages, on est loin des attendus de fin cycle du programme, et a la merci de la question

usuelle des éléves: « A4 quoi ¢a sert, m’sieur ? ... » Face & cette question, professeurs comme
institution sont globalement désarmés. Voici quelques réponses des uns comme de autre :

- C’est au programme. Et puis tu en auras besoin en cycle 4.

- Sans ¢a tu n’aurais pas de pacemakers, de portables, de fusée Ariane...

- Par pitié cher éléve, ne me pose pas cette question...

- « Les mathématiques ne sont pas, de maniére évidente, utiles au citoyen ; cela devra étre
démontré. » (Rapport Thelot, 2004)

- « Les exercices proposés dans les classes contribuent a ['image négative d’une discipline
ressentie comme uniquement scolaire et éloignée de la vie. » (Rapport de I’ G.E.N., 2007)

Notre proposition d’un enseignement a partir des grandeurs a pour ambition de relever les défis ci-
dessus : ne pas couper notre enseignement de la société et de la culture selon les veeux d’Yves
Chevallard (voir par exemple Chevallard, 2007). Pour cela nous sommes revenus aux sources du
savoir en revisitant son histoire, et nous avons cherché ou vivent les mathématiques élémentaires
dans notre société. Il nous est apparu que c’est a travers I’étude des grandeurs que les notions
¢lémentaires des mathématiques se sont construites, et que c’est a travers elles qu’elles vivent dans
notre environnement. VVoyons cela pour la géométrie.

La place des grandeurs dans la géomeétrie

« La géométrie est une science qui a pour objet la mesure de 1’étendue. L’étendue a trois
dimensions, longueur, largeur, hauteur ». (Legendre, 1817)
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Mais [’étude des aires et des volumes a une utilité plus haute qu’il faut envisager : elle fait
comprendre comment, pour des fins pratiques, les hommes ont pu étre conduits a construire
la géométrie et elle justifie leur effort. (Lebesgue, 1935)

On ne peut pas faire de géométrie sans parler de grandeurs

Dés le départ, la géométrie pour définir ses objets, a besoin des notions de longueur, d’angle, d’aire,
et de volume, méme en maternelle, pour pouvoir parler du carré ou du cube. C’est ce que montre la
lecture du début des Eléments d’Euclide, & commencer par les définitions (Euclide, 1990-2001).

La longueur, est utilisée dés le départ comme une notion connue (Une ligne est une longueur sans
largeur, déf. | 2), Iaire est définie implicitement dans la définition de la surface (Une surface est ce
qui a seulement longueur et largeur, déf. | 5), de méme que le volume (Est solide ce qui a longueur
et largeur et profondeur, déf. XI 1). Par contre ’angle est explicitement défini (Un angle plan est
Iinclinaison, ['une sur [’autre, dans un plan, de deux lignes qui se touchent ['une [’autre et ne sont
pas placées en ligne droite, déf. | 8). Puis ces grandeurs sont utilisées pour définir les figures, le
cercle (Un cercle est une figure plan, contenue par une ligne unique par rapport a laquelle toutes
les droites menées a sa rencontre a partir d'un unique point parmi ceux qui sont places a [’intérieur
de la figure, sont égales entre elles, déf. I 15), les différents types de triangles et de quadrilateres
(déf. 1 19 a 22), ou des relations entre objets. Une droite est dite perpendiculaire a une autre si elle
forme avec celle-ci deux angles adjacents égaux (déf. I 10). Si Euclide définit les paralleles comme
des droites qui ne se coupent pas (Des droites paralleles sont celles qui étant dans le méme plan et
indéfiniment prolongées de part et d’autre, ne se rencontrent pas, ni d’un c6té ni de | autre, déf.
| 23), d’autres auteurs d’éléments de géométrie, comme Clairaut, les définissent comme des droites
équidistantes, adoptant un point de vue plus proche de la pratique, en lien avec leur construction.
On retrouve les angles dans I’énoncé du cinqui¢me postulat d’Euclide (Et que, si une droite tombant
sur deux droites fait les angles intérieurs et du méme cété plus petits que deux droits, les deux
droites, indéfiniment prolongées, se rencontrent du coté ou les angles sont plus petits que deux
droits, demande 5).

Quant aux neuf notions communes (ou axiomes), elles fixent les regles de la manipulation des
nombres et des grandeurs sans les spécifier :

e Les choses égales a une méme chose sont aussi égales entre elles.

e Etsi, a des choses égales, des choses égales sont ajoutees, les touts sont égaux.

e Etsi, a partir de choses égales, des choses égales sont retranchées, les restes sont égaux.
e Etsi, a des choses inégales, des choses égales sont ajoutées, les touts sont inégaux.

e Et les doubles du méme sont égaux entre eux.

e Et les moitiés du méme sont égales entre elles.

e [Etles choses qui s ajustent les unes sur les autres sont égales entre elles.

e Etle tout est plus grand que la partie.

e Et deux droites ne contiennent pas une aire.

Ensuite toutes les propositions du corpus euclidien (théoremes ou problemes de construction)
utilisent les grandeurs dans leurs formulations ou leurs démonstrations.

On ne peut pas parler de grandeurs sans faire de géométrie
Les grandeurs sont inextricablement liées aux figures géométriques. Au point que certains termes de

la géométrie désignent tout a la fois 1’objet et sa grandeur. Ainsi en est-il des mots c6tés, hauteur,
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base, angle. Mais aussi, chez Euclide, du nom de la figure qui deésigne également son aire quand il
parle d’égalité de figures (voir prop. I136). Est-ce génant comme I’a pensé la réforme des
mathématiques modernes? En ce qui concerne les angles on pourra lire article cité en
bibliographie (Guichard, 2015). Ce qui est sir ¢’est que pour comparer des angles, on sera amené a
parler de demi-droites, de superposition et des moyens de la réaliser (qu’il s’agisse de construire un
gabarit, une fausse équerre, ou de faire une construction a la régle et au compas), d’intérieur et
d’extérieur ... mais aussi de symeétries, de figures ayant des angles égaux (avec des résultats a
¢tablir, d’ou une familiarisation avec le raisonnement) ... On est donc d’emblée dans une
construction et une appropriation des concepts, outils et méthodes de la géométrie. On pourrait
multiplier les exemples.

B K ik H

Figure 1 : Proposition | 36

Les parallélogrammes qui sont sur des bases égales et dans les mémes paralléles sont egaux
entre eux

Les problemes concernant les grandeurs irriguent la géométrie
Citons-en un certain nombre.

Le probléeme de la comparaison et du calcul des aires planes et des volumes est au cceur des
travaux des mathématiciens grecs de I’ Antiquité sous différentes formes :

- Euclide dans le livre | de ses Eléments s’intéresse aux aires des figures polygonales avec pour
point final de son étude la proposition 45 : on peut construire un parallélogramme d’angle donné
dont I’aire est égale a celle d’une figure polygonale donnée ; et dans son livre XI, a I’aire du cercle,
et au volume de la pyramide, du cone et de la sphere.

- Héron d’ Alexandrie consacre ses Métriques a établir des algorithmes pour le calcul des aires et des
volumes de figures.

- Archimede dans ses ouvrages célebres La mesure du cercle, La sphére et le cylindre, La
quadrature de la parabole, établit des formules qui sont restées célebres.

Le probléeme de la quadrature des figures planes (Construire un carré d’aire égale a celle d’une
ou plusieurs figures données) a traversé les siecles et les civilisations (Guichard, 2014). Les
exemples les plus fameux en sont la quadrature du cercle, et celle de plusieurs carrés (dont un cas
particulier est le « théoréme de Pythagore »). Probléme qui est toujours vivant car il dépend des
conditions que I’on s’impose : construction a la régle et au compas, a I’aide de puzzles, de puzzles
articulés, exacte ou approchée ... L’équivalent dans I’espace, nous a légué aussi un probléme
célebre : celui de la duplication du cube.
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Le probléeme du partage des angles, fondamental pour la construction d’instruments de mesure, a
lui aussi bien occupé les géometres. En particulier la trisection de 1’angle, célébre probléme qui a
parcouru les mathématiques, est un de ces problémes qui font les mathématiques comme le dit le
titre d’un ouvrage de Jean Aymes (Aymes, 1988).

Le probléeme de I’incommensurabilité de la diagonale et du coté d’un carré (ou d’un pentagone
régulier), est lié a la mesure des longueurs. Sa découverte, attribuée a Pythagore ou a son école, a
amené les Grecs a élaborer une théorie des rapports de grandeurs (que 1’on retrouve dans le livre V
des Eléments d’Euclide) et I’étude des grandeurs irrationnelles (auxquelles est consacré son
livre X). Contenus mathématiques qui ont traversé les siecles et dont on retrouve des traces dans le
calcul sur les proportions et sur les racines carrées.

Le probleme de la mesure de la circonférence du cercle, dont Archiméde ne peut donner qu’un
encadrement dans sa Mesure du cercle : « La circonférence d’un cercle quelconque est égale au
triple du diametre réuni a une certaine portion de son diametre, qui est plus petite que le septieme
de son diametre, et plus grande que les 10/71 de ce méme diamétre » (Archimede, 1807). Ce qui a
donné 22/7 comme classique approximation du nombre 7, bien des siécles plus tard.

Voici ce qu’en dit Héron d’ Alexandrie dans ses Métriques (Héron, 2014) : « D autre part, le méme
Archimede démontre dans [’[écrit] sur les plinthides et les cylindres que le périmetre de tout cercle,
relativement au diamétre, a un rapport, d'une part plus grand que celui qu’a 21 1875 relativement
& 6 7441, d’autre part plus petit que celui qu’a 19 7888 relativement & 6 2351". Mais puisque ces
nombres ne s’appliquent pas bien aux mensurations, ils sont ramenés a des nombres minimausx,
comme le 22 relativement aux 7 ; de sorte que, si le diamétre du cercle est donné, disons au hasard
de 14 unités, et qu’on veuille trouver le périmeétre, il faut faire les 14 par les 22 et, de ceux-Ci,
prendre le septiéme et déclarer qu ‘autant que cela est le périmétre ; et il est de 44 unités. »

La nature du nombre exprimant le rapport de la circonférence du cercle a son diametre ne sera
élucidée qu’au 19° siécle. C’est le probléme de la mesure des longueurs, dans le cadre de la
géométrie, qui a conduit aux différentes extensions de la notion de nombre, comme I’esquissent les
exemples précédents.

D’autres problémes encore, On pourrait citer aussi les problémes concernant I’agrandissement et la
réduction des figures, la mesure des grandeurs inaccessibles, le repérage, le calcul de la longueur
des courbes, le probléme des isopérimétres, des surfaces et volumes minimaux ...

Donc I’¢tude des angles, longueurs, aires et volumes est au cceur de la construction du corpus
géométrique, et de celle de la construction du nombre. On peut en prendre la mesure en consultant
les sommaires de grands traités de géométrie.

Voici celui des Lecons de géométrie élémentaires de Hadamard, qui a été une référence de la
premiére moitié du 20° siécle (Hadamard, 1922).

Livre premier : De la ligne droite (Chap. I Des angles, ...)

Livre Il : Du cercle (... Chap. 2 Diamétres et cordes, ..., Chap. 4 Propriété de [’angle inscrit, ...)
Livre 111 : De la similitude

Livre IV : Des aires

! Ce qui montre I’intérét des comparaisons de fractions, des encadrements de fractions par des fractions plus simples et
des calculs de différences de fractions pour évaluer les écarts de précision.
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Et celui des Eléments de géométrie de Legendre, qui a été une référence tout au long du 19° siécle
(Legendre, 1817).

Livre | Généralités (Principes, angles, perpendiculaires, paralleles, triangles, quadrilatéres)
Livre Il Le cercle et la mesure des angles

Livre 111 Les proportions des figures (aires, proportionnalité, similitude)

Livre IV Les polygones réguliers et la mesure du cercle

Livre V Les plans et les angles solides

Livre VI La sphere

Livre VII Les trois corps ronds

Notes

Traité de trigonométrie

Des grandeurs sans mesure a la mesure des grandeurs

Dans Euclide les grandeurs sont omniprésentes, mais sans aucune mesure. On peut remarquer
néanmoins qu’a ce stade interviennent nombres entiers et fractions, ainsi que rapports et proportions
dans les probléemes de comparaison et de partage des grandeurs. Le probléme de leur mesure est
résolu de facon théorique au livre X qui commence par cette définition : Sont dites grandeurs
commensurables celles qui sont mesurées par la méme mesure, et incommensurables, celles dont
aucune commune mesure ne peut étre produite. C’est alors I’algorithme bien connu des
soustractions successives (que nous appelons 1’algorithme d’Euclide) qui va trancher (prop. 2 et 3).
Par contre le probléme de I’utilisation pratique d’une mesure (choix d’une unité, changement
d’unité, nombres pour exprimer les mesures, calculs avec ces nombres) reléve dans 1’ Antiquité d’un
autre type d’ouvrage : traités d’arpentage, de calcul des aires et des volumes, d’astronomie...

Prenons un exemple dans les Métriques d’Héron d’Alexandrie (1% siécle), qui utilise le livre | des
Eléments d’Euclide pour établir et justifier les algorithmes pour le calcul des aires des différentes
figures polygonales. Ces algorithmes sont mis en ceuvre sur des mesures de longueurs données.

Voici par exemple (Héron, 2014, et IREM de Poitiers, 2017, p 18) le calcul de I’aire d’un triangle
équilatéral de 10 unités de coté :

Les 10 par eux-mémes : il en résulte 100 ; ceux-ci par eux-mémes : il en résulte 10000 ; de
ceux-ci, prends les 3/16 : il en résulte 1875 ; de ceux-ci, prends un coté ; et puisqu’ils n’ont
pas un coté exprimable, qu’il soit pris de maniere approchée avec une différence, comme
nous [’avons appris ; et I’aire sera 43%.

ou dans Columelle, un auteur latin de la méme époque, dans un contexte plus pratique avec la
gestion des unités :

Soit un champ triangulaire offrant sur chaque coté trois cents pieds ; multipliez ce nombre
par lui-méme, prenez le tiers de quatre-vingt-dix mille, produit de cette multiplication, c'est-a-
dire trente mille, puis le dixieme qui est de neuf mille ; réunissez ces deux sommes, vous
trouverez trente neuf mille, nombre de pieds carrés que contient ce triangle, et qui équivalent
a un jugere un trient et un sicilique.

Remarquons au passage comment I’algorithmique, nouvellement incluse dans les programmes,
s’insere naturellement dans le calcul sur la mesure des grandeurs. On pourra trouver de nombreux
exemples dans la brochure Algorithmique et programmation au cycle 4 a partir des grandeurs
(IREM de Poitiers, 2017). Plus prés de nous, apres les efforts des mathématiciens du 19° siécle pour
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construire les nombres réels a partir des entiers en se débarrassant des grandeurs continues®.
Lebesgue propose de les définir a partir de la mesure des longueurs et du systeme décimal. Voici le
plan de son ouvrage La mesure des grandeurs avec les résumés qu’il en fait au paragraphe 54
(Lebesgue, 1975, page 79).

Chapitre | : Comparaison des collections ; Nombres entiers

Les nombres entiers ne sont que des symboles matériels inventés pour servir de comptes
rendus aux expériences physiques de dénombrement.

Chapitre 11 : Longueurs ; Nombres

Les nombres quelconques ne sont eux aussi que des symboles destinés a servir de comptes
rendus a des expériences physiques; schématisées géométriquement certes, mais de telle
maniére que |’on peut presque dire que |’opération n’a pas été schématisée, que ce sont
seulement les objets sur lesquels elle porte qui 1’ont été. Au lieu de placer un metre en bois
sur le mur & mesurer, nous avons porté un segment unité sur un segment a mesurer.

Chapitres 111 et 1V : Aires et volumes

Les aires et les volumes ne sont que les mémes nombres, les mémes symboles, mais utilisés
comme comptes rendus d’autres opérations, les opérations de quadrature et de cubature.

Et quelques pages plus loin (paragraphe 55, page 82), il résume I’esprit de sa démarche :

Pour étre préts a traduire des mesures physiques de plus en plus précises, le procéde auquel
les hommes sont arrivés, celui qui emploie des nombres a une infinité de chiffres, parait a la
fois le plus naturel et le plus simple. Mais ceci a pour consequence que ce qui nous intéresse
dans une mesure géométrique, notre but, ce ne sont pas les nombres obtenus au premier ou
au second stade de la mesure, c'est le nombre auquel nous ne parviendrons que par une
opération de | ‘esprit.

Ces nombres élaborés a partir de la mesure des grandeurs vont permettre d’aller toujours plus loin
dans le calcul sur les grandeurs, et dans leur numérisation, comme nous le rappelle aujourd’hui le
monde numérique dans lequel nous vivons, et qui en montre la puissance. C’est bien le probleme de
la mesure des grandeurs qui amene a concevoir des nombres nouveaux capables de rendre compte
de la mesure du continu de fagcon simple et naturelle.

On peut partir des problémes sur les grandeurs pour découvrir toute la géométrie

Une géométrie naturelle, qui ne rebute pas les débutants, tel est le projet de Clairaut lorsqu’il rédige
ses EIémens de géométrie en 1741 (Clairaut, 1741). Son idée : construire toute la géométrie plane a
partir du probléme de la mesure des terrains, et la géométrie dans I’espace a partir de la mesure des
solides. A partir de ces deux problématiques, Clairaut en rencontre d’autres que nous avons
signalées précédemment, comme la mesure des grandeurs inaccessibles, ou la quadrature des
figures.

Voici le plan de son ouvrage :

PREMIERE PARTIE (pages 1 a 72)
Des moyens qu’il était le plus naturel d’employer pour parvenir a la mesure des Terrains.

DEUXIEME PARTIE (pages 73 & 102)

2 C’est le point de vue adopté par la réforme des mathématiques modernes a partir des années 1970, et dont on a pu
mesurer les dégats sur les apprentissages premiers : voir par exemple (Chambris, 2007).
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De la méthode géométrique de comparer des figures rectilignes.
TROISIEME PARTIE (pages 103 & 144)

De la mesure des figures circulaires et de leurs propriétés.
QUATRIEME PARTIE (pages 145 & 215)

De la maniére de mesurer les solides et leurs surfaces.

Pari gagne, car son ouvrage a connu un grand nombre de réimpressions, réeditions et traductions
dans de nombreuses langues s’étendant sur plus d’un si¢cle. Ce sera 1’ouvrage recommandé par les
programmes de 1852. Pour les plus petites classes (11 — 13 ans), les instructions indiquent : « Le
livre de Clairaut, qui devra étre suivi, a peu d’exceptions prés, pour tout ce qui concerne la
géométrie, est d’ailleurs le commentaire le plus net et le plus précis qui puisse étre fait de cette
partie des programmes » (voir Chavalarias, 2012). Peut-étre que le statut de savant de son auteur,
travaillant dans divers domaines non cloisonnés des sciences, comme en témoigne sa participation a
I’expédition en Laponie pour déterminer ’aplatissement de la Terre, n’est pas étranger a la nature
de ses Elémens de Géométrie, et & I’intérét qu’y voit aujourd’hui Etienne Ghys (Ghys, 2013).

La place des grandeurs dans la vie des hommes

L’oubli de la notion de grandeur ferme les mathématiques sur elles-mémes. En sens inverse,
I’exploration de [’'univers des grandeurs constitue le point de départ de [’exploration
mathématique de la diversité du monde. L’introduction mathématique au monde qui nous

entoure suppose donc prise de contact et familiarisation avec ['univers des grandeurs.
(Chevallard, Bosch, 2002)

Que les longueurs, angles, aires et volumes soient trés présentes dans la vie des hommes, cela ne
fait guére de doute. Arpentage, astronomie, urbanisme, architecture, déplacements, échanges de
biens ou de marchandises, autant de domaines ou pour des raisons pratiques ces grandeurs et leurs
mesures ont vu le jour et ont été étudiées pour répondre a une foule de questions que se sont posées
et se posent toujours les hommes, comme celles-ci :

- mesurer des longueurs, des angles, pour calculer des trajets, des longueurs inaccessibles, pour
dresser des plans, pour s’orienter

- partager des longueurs ou des angles pour construire des instruments de mesure

- calculer des longueurs pour cléturer des propriétés, planter des haies, prévoir des colts de
matériaux vendus au metre, pour construire des figures

- comparer ou partager des surfaces agricoles pour les échanger, les acheter, les vendre

- comparer ou évaluer des aires a partir de figures a 1’échelle, a partir d’un plan, de photos
aériennes (Google Earth, IGN, ..), a partir d’un schéma

- calculer une aire pour estimer une guantité de peinture, de semence, de tuiles, de carrelage, de
papier pour un patron ou encore pour déterminer un prix (terrain a batir, crépi d’'une maison...)

- calculer des volumes pour le transport de marchandises, pour fabriquer des solides de volume
donné (emballages, cuves,...)

Ce sont ces problémes pratiques de comparaison, de partage, de mesure et de calcul des grandeurs
qu’a pris en charge la géométrie, et plus largement les mathématiques, au point d’en donner la
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définition suivante : Les mathématiques ont pour objet de mesurer, ou plutdt de comparer les
grandeurs (Bossut, 1784). On entrevoit que les solutions qui vont étre apportées par les
mathématiques vont vouloir étre générales. Cependant, de nombreux obstacles vont apparaitre et
obligeront les mathématiques & développer des méthodes adaptées a des classes de situations, et a
inventer de nouveaux concepts et de nouveaux outils.

Prenons par exemple le cas de la mesure des aires. Mesurer [’aire d’une figure, c’est choisir une
figure comme unité, et trouver combien d unités se trouvent dans la figure. Probléme plus ou moins
simple selon le choix de I'unité et la forme et les dimensions de la figure a mesurer.

Choisissons un carré pour unité. On peut facilement mesurer I’aire d’un rectangle en le découpant
en carrés unité, ou en le recouvrant de carrés unité : sa mesure est le nombre de carrés qui le
composent. Si I’on choisit pour unité¢ de longueur celle du coté du carré unité, alors cette mesure
peut s’exprimer par la formule bien connue : Longueur x largeur. A condition que les cotés du
rectangle mesurent un nombre entier de fois la longueur du c6té du carré unité. Si ce n’est pas le
cas, ce procédé permettra toutefois d’obtenir un encadrement de la mesure.

Figure 2 : Aire du rectangle = Longueur x Largeur

Mais en prenant un carré unité plus petit (par exemple de cété 10 fois plus petit), on aura un
meilleur recouvrement, et toujours la méme formule. La répétition de ce processus permet de
trouver une mesure de I’aire aussi précise que 1’on veut et de comprendre la validité de la formule
donnant I’aire du rectangle quelles que soient ses dimensions.

La méthode du quadrillage va pouvoir s’utiliser pour toute sorte de figures, mais le dénombrement
des carrés peut devenir difficile voire impraticable, en particulier avec des objets réels (aire d’un
bois, d’un lac, d’un pays ...). Pour ces derniers, on va par exemple en faire des plans qui justifient
I’utilisation d’une échelle de réduction et la mise au point de techniques de reproductions de figures
a partir de longueurs et d’angles mesurables, en utilisant une échelle de réduction. Pour des figures
comme le cercle ou ’ellipse on peut découper des bandes rectangulaires et utiliser la formule de
’aire du rectangle.

Si avec des carrés il est facile de faire des rectangles, il va par contre étre difficile de réaliser
d’autres figures simples comme le triangle ou le losange. D’ou I’idée, pour calculer I’aire d’une
figure, de la découper en morceaux et avec ces morceaux de reconstituer un rectangle.

Figure 3 : Quadrillage de ’ellipse avec des carrés unité
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Figure 4 : Un découpage chinois du triangle

Cette méthode du découpage va permettre de ramener ’aire de toute figure polygonale a celle d’un
rectangle, et d’établir pour des formes usuelles de figures polygonales des formules de calcul a
partir de certaines longueurs de la figure (hauteur, base, apothéme ...).

Pour des figures courbes, rien de général, mais on peut utiliser la méthode du découpage en un
nombre infini de fois. C’est ce qui a permis a Archimede de trouver une formule pour ’aire du
cercle : A =% périmétre x diametre.

Figure 5 : Découpage du 12-gone inscrit dans le cercle

Figure 6 : Rectangle de méme aire que le 12-gone

Cette formule est bien utile au forestier qui peut mesurer facilement la circonférence et le diamétre
d’un arbre, et en déduire le cubage de I’arbre avec la mesure de sa hauteur. Cet exemple montre
comment la recherche de formules de calcul d’aire de figures en fonction des grandeurs facilement
accessibles a la mesure, se justifie dans des situations rencontrées dans la vie. C’est ainsi qu’Héron
d’ Alexandrie établit géométriquement sa célebre formule donnant 1’aire d’un triangle en fonction de
la longueur de ses trois cotés. Les méthodes du quadrillage et du découpage sont des sources
d’inspiration pour les méthodes de calcul numérique et d’intégration que nous utilisons maintenant
et qui permettent d’¢élargir le champ des domaines dont on peut calculer I’aire.

Remarquons que les techniques, qu’elles reposent sur le découpage des surfaces, I'utilisation du
quadrillage, I'utilisation de formules, loin de se substituer les unes aux autres, de se hiérarchiser les
unes par rapport aux autres, se complétent, et s’enrichissent. Leur apprentissage de toutes ces
techniques oblige a se familiariser avec les propriétés et la construction des différentes figures
géométriques qui deviennent alors fonctionnelles : on voit a quoi elles servent et quels types de
problemes elles permettent de résoudre.

Ces quelques considérations montrent que ces questions de comparaison, de mesure, de calcul
d’une grandeur restent largement ouvertes pour des études courant sur toute la scolarité. Que méme
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si on crée des savoir-faire, ceux-ci reposent sur une classe bien précise de problémes, laissant le
champ libre a d’autres études.

Nos choix
Le bilan que nous tirons des analyses précédentes nous ameéne aux choix suivants.
Ne pas séparer ’apprentissage des grandeurs géométriques de celui de la géométrie

Méme si le programme a choisi d’en faire deux parties séparées, il incite a établir des liens entre ces
parties. On peut lire dans I’introduction de la partie 3 Espace et géométrie du programme de
cycle 3 : Les activités spatiales et géométriques sont a mettre en lien avec deux thémes : résoudre
des problémes de proportionnalité, utiliser en situation les grandeurs (géométriques) et leur
mesure. Et dans les repéres de progressivité : On peut noter que certaines compétences de
construction sont menées conjointement avec les apprentissages du domaine « grandeurs et
mesures ».

Faire de la géométrie a partir de I’étude des grandeurs

On peut parcourir toute la géométrie du cycle 3 a partir de problemes de comparaison, de partage,
de mesure et de calcul des longueurs, angles, aires, et volumes. On en trouvera des réalisations
effectives dans nos brochures : Enseigner les mathématiques a partir des grandeurs (voir, a la fin
de la bibliographie, la rubrique : Mises en ceuvre réalisées). Ces probléemes sont en prise directe
avec la vie des hommes et permettent de comprendre comment s’est construite la géométrie
¢lémentaire, et en quoi c’est une science au service des hommes. On réconcilie ainsi I’enseignement
des mathématiques avec la sociéte.

Des consequences découlent de ces choix.

- Un apprentissage conjoint des trois parties du programme. En effet, les problemes liés au
partage des grandeurs et a leur mesure débouchent sur la nécessité¢ de 1’utilisation de nombres
entiers, fractions, décimaux, irrationnels ... Ils permettent de travailler les contenus de la premiére
partie du programme Nombres et calculs sur des situations porteuses de sens. Cela correspond bien
a ce que ’on peut lire dans I’introduction de cette partie : Les fractions puis les nombres decimaux
apparaissent comme de nouveaux nombres introduits pour pallier l'insuffisance des nombres
entiers, notamment pour mesurer des longueurs, des aires, et repérer des points.

- Un apprentissage progressif. Dans 1’étude de chaque grandeur, on retrouve les mémes types de
tache (comparer, partager, mesurer, calculer), et les mémes objets mathématiques (figures
géomeétriques, entiers, fractions, décimaux). Elles permettent un apprentissage progressif sur 1’année
et sur le cycle.

- Sur année : dans 1’étude de chaque grandeur on retrouve des connaissances géométriques
et numeériques qui ont été vues dans les précédentes, mais qui sont réutilisées, réinvesties et
approfondies dans un contexte différent.

- Sur le cycle : pour chaque grandeur on aborde, a chague niveau, de nouveaux types de
situations qui permettent d’approfondir les questions qui ont été étudiées au niveau précédent, ou
d’en introduire de nouvelles.
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- Un apprentissage ouvert sur le monde et sur les autres disciplines, non pas ponctuellement, mais
en continu, car les grandeurs parlent du monde qui nous entoure. Les problématiques qui les portent
et les situations dans lesquelles elles vivent en font partie.

- Un apprentissage de la mathématisation. La construction et 1’étude des grandeurs imposent de
partir du réel et d’y revenir. Les grandeurs sont ancrées dans notre vie, et ont été congues pour
essayer de maitriser et transformer le monde qui nous entoure.

Notre mise en ceuvre au cycle 3 de I’apprentissage de la géométrie

C’est au travers I’é¢tude des 4 grandeurs, longueurs, angles, aires, volumes, que nous réalisons
I’apprentissage de la géométrie par les éléves. Ce sont nos 4 chapitres de géométrie. Pour chaque
chapitre, et & chaque niveau, la rencontre et la familiarisation avec les notions et techniques de la
géométrie se font par I’étude de situations. Elles permettent d’élaborer des techniques et stratégies
pour répondre a une ou plusieurs des 4 questions : comment comparer, partager, mesurer, calculer la
grandeur ?

On peut noter que comparer, mesurer, calculer font partie des compétences a développer pour ces
grandeurs au cycle 3 (voir la partie 2 Grandeurs et mesures du programme) ; que comparer,
partager permettent de construire la grandeur en tant que grandeur (sans mesure), et ce faisant de
construire les connaissances et compétences geometriques du programme ; et que mesurer, calculer
permettent de construire les compétences numériques et pre-algébriques (utilisation de formules) du
programme.

Voici nos choix pour chaque année liés aux compétences et connaissances a faire acquérir a
chaque niveau :

- pour les aires : comparer, partager, mesurer, calculer sont traités dans les classes de CM1, CM2 et
6°, la progression étant dans un approfondissement progressif, en particulier pour le calcul avec une
formule ou I’aire du triangle et du cercle est réservé a la 6° La progressivité ne se joue pas au
niveau des questions, mais des techniques (enrichissement de celles-ci), et des situations (figures en
jeu, leurs constructions, les problemes a résoudre ...).

- pour les volumes : comparer, partager, mesurer des contenances (CM1, CM2), mesurer, calculer
(pour le pavé en 6°)

- pour les angles : comparer, partager, calculer (CM1, CM2), partager, mesurer, calculer (6°)

- pour les longueurs : comparer, partager, mesurer, calculer (cycle 2), calculer le périmétre avec ou
sans formule en cycle 3 (carré rectangle : CM1, CM2, cercle : 6°).
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Aires CM1, CM2 et 6™
Volumes CM1, CM2 CM1, CM2, géme gEme
Angles CcM1, CM2 pime Cycle 4
Longueurs Cycle 2 Cycle 3 Cycle 3

Un exemple : les aires (Voir Tarra Fabrice, 2010, et IREM de Poitiers, 2010)

1l faut donc de toute nécessité étre en possession de la notion d’aire avant de calculer des
aires. (Lebesgue, 1935)
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Premier temps de I’étude : les découpages.

On met en lumiére que, par des découpages ou des assemblages, on peut comparer des aires,
résolvant ainsi toute une classe de problémes et mettant au point la notion de grandeur. Nous
mettons I’accent sur une figure particuliere : le rectangle. Sa place est fondamentale, car on peut
transformer ainsi tout polygone d’aire donnée en un rectangle de méme aire (Voir APMEP &
Puzzles, pole 4, 2016).
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Figure 9 : Transformation de I’hexagone régulier en rectangle : 12 piéces
Deuxiéme temps de ’étude : les quadrillages.

C’est un outil de mesure des aires qui met en ceuvre la définition de la mesure d’une aire (report
d’une unité choisie et dénombrement). Il peut se transformer facilement en un instrument
(quadrillage sur transparent) qui correspond a ce qu’est la reégle graduée pour les longueurs. Son
utilisation pose d’emblée le probléeme de I’utilisation de sous unités, et donc de I'utilisation de
nombres decimaux illimités (dont I’écriture peut se poursuivre indéfiniment : les nombres de
Lebesgue).

Il apparait que le maillage du plan par un réseau est un outil efficace pour résoudre une classe
supplémentaire de problémes. Il permet de valider la formule de I’aire d’un rectangle quels que
soient les nombres qui mesurent ses cotés, et de calculer des encadrements de ’aire de figures aux
contours trés divers.
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Figure 10 : Aire du rectangle

Figure 11 : Aire du cercle

Dernier temps de I’étude . les formules. On montre la richesse de I’utilisation de la formule
précédente (aire du rectangle) pour résoudre toute une nouvelle classe de problemes. Le découpage
du premier temps de I’étude permet d’établir des formules ou des algorithmes de calcul pour des
figures usuelles, mais aussi de découper la figure dont on cherche 1’aire en figures simples dont on
peut calculer I’aire comme pour calculer la superficie du port des Minimes de La Rochelle.

Superficie du port des Minimes a La Rochelle

« A partir du plan ci-dessous, trouve la superficie du port de plaisance en m2 et en ha, en
sachant que 1cm sur la carte vaut 100 m dans la réalite. Explique ta méthode et ton
résultat. »
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Les techniques nouvelles, loin de se substituer aux techniques précédentes, doivent apparaitre
comme répondant a une classe supplémentaire de probléemes dont les exercices en feront une
routine, quitte a ce que la technique s’améliore. Est-ce le découpage, ’assemblage, le décalquage
qui me sera utile ? Est-ce I'utilisation du maillage, du réseau ? Est-ce I’utilisation de la formule ?
Sont-ce les trois techniques en méme temps ?

C’est au prix d’une telle construction du parcours que le savoir apparaitra comme une connaissance
disponible. La progression dans I’étude ne doit pas écarter les connaissances précédentes. Méme si
les moments d’études s’enchainent chronologiquement, ils ne se hiérarchisent pas selon
« I’importance » du savoir. Seule la classe de problémes associés au type de tache et la construction
de la grandeur justifient le découpage. La chronologie du parcours répond donc a une autre
exigence, celle de la nécessité d’une organisation mathématique utile a la construction des
techniques, mais pas a leur performance relative.

Les aires : un parcours sur toute la scolarité

L’analyse précédente a amené a privilégier le rectangle. Pour les aires, c’est la rectangulation, pour
les volumes c’est la cubature (ou la parallépipédisation) ramenant tout volume a un pavé droit (ou a
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un prisme droit - a base triangulaire - qui en est « sa moitié »). De plus tout est démontrable, et pour
que cela soit possible, il ne faut pas oublier d’étapes permettant d’établir les liens entre toutes les
figures géométriques. Or actuellement, prévaut une idée de la non nécessité de démontrer qui se
traduit, devant la contrainte —organisée- du manque de temps, par : on ne démontre plus rien. Cela
se fait a partir des figures du programme a savoir les triangles et quadrilateres ayant des axes de
symeétrie, ces axes étant des indicateurs forts des découpages a opérer. Le triangle et la recherche de
piéces articulées ont davantage leur place en 5° avec la symétrie centrale et I’aire du triangle. L’axe
fort sera alors la triangulation. On voit ainsi comment le parcours sur les aires peut se poursuivre au
fil de la scolarité. Pour le calcul des aires en 6° et la 5° il est important que les figures soient
données mais pas leur dimensions : il s’agira donc, comme dans la vie pratique, de savoir quelles
dimensions mesurer pour pouvoir faire les calculs. Si des dimensions sont données, comme sur un
plan, il ne faudrait pas qu’il y ait uniquement les dimensions utiles pour faire le calcul. Comme on
peut le voir dans les manuels, avec parfois une faute contre la raison en donnant les mesures des 3
cotés d’un triangle rectangle pour obliger 1’éléve a faire un choix ! En 4° et 3° le parcours sur les
aires peut se poursuivre comme un lieu pour problématiser le calcul des longueurs et des angles
(Pythagore, Thalés, trigopnométrie). Pour les longueurs et les angles que I’on a pu mesurer en 6° et
5°, établir de nouvelles formules pour calculer des aires permet de gagner en précision, ce qui peut
étre indispensable par exemple en astronomie. On peut le faire pour 'aire d’un triangle (cf.
arpentage), dont on a pu mesurer la longueur de 2 cOtés et un angle, ou 1 coté et 2 angles, ou les 3
cotés. Cela amene rapidement a justifier des mathématiques plus sophistiquées. Par exemple pour
trouver la formule de Héron pour le triangle, on mesure I’ampleur de toutes les connaissances qu’il
faut maitriser.

Concernant le probleme du découpage des aires, on voit la aussi que ce probléeme, si simple dans
son énonciation et pour certaines figures, peut devenir trés complexe (c’est une des caractéristiques
des mathématiques qu’il ne faudrait pas perdre de vue). Par exemple la quadrature du rectangle qui
consiste trouver un carré et un rectangle de méme aire est simple lorsqu’il s’agit de passer d’un
carré au rectangle est facile alors que l’inverse est plus ardu mais peut étre traité en 3°. Le
découpage articulé, comme pour la table géniale que nous présentons en début de parcours, est un
probleme de recherche pour les mathématiciens contemporains... (Voir APMEP & Puzzles, 2016).

La démarche de cycle 3 peut donc étre poursuivie en cycle 4, avec les mémes grandes questions,
¢largies et d’autres grandeurs pour faire aborder I’ensemble des notions des programmes.

Conclusion

Nous espérons avoir montré que géométrie, mesure des grandeurs, nombres et calculs entretiennent
des liens naturels, qui permettent d’articuler I’enseignement des 3 parties du programme de cycle 3
autour de I’¢tude des grandeurs. Cela a en outre I’avantage d’assoir cet enseignement sur I’é¢tude de
situations de la vie des hommes d’hier et d’aujourd’hui, associant culture et modernité.
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Conf 04 : Les évaluations externes des éleves en mathématiques :
apports, enjeux et perspectives*'
Jean-Francois Chesné

Directeur scientifique du Conseil national d’évaluation du systéme scolaire (Cnesco); jean-
francois.chesne@education.gouv. fr

Résumé : Les évaluations nationales et internationales révélent depuis une trentaine d’années une
proportion préoccupante pour la France d’éleves en difficulté en fin d’école primaire ou de collége.
Les récents résultats de [’enquéte internationale TIMSS menée en fin de CM1 en 2015 aupres des
éléves de CM1 ont confirmé cette situation.

Apres une présentation générale de ces évaluations, de leurs objectifs et de leurs résultats, ce texte
se centre plus spécifiquement sur le domaine des nombres et du calcul, en prenant appui sur les
travaux du Conseil national d’évaluation du systeme éducatif (Cnesco) et sur des résultats de
recherche en didactiques des mathématiques. A partir du dispositif PACEM (Chesné, 2014), il
s efforce de montrer en quoi des évaluations externes des acquis des éléves, en éetant ciblées et
adaptées a des projets locaux, peuvent constituer des outils de formation professionnelle des
enseignants.

Mots clefs : évaluation, nombres et calcul, développement professionnel, Cnesco.
Introduction

Le débat sur le niveau des éleves en mathématiques se pose régulierement en France et concerne
désormais, a des degrés divers et pour des raisons differentes, un public trés large : professionnels
de I’enseignement et de la formation des enseignants, chercheurs, décideurs politiques, parents, ...
Les évaluations nationales et internationales alimentent de plus en plus ce débat, en révélant une
proportion préoccupante d’éléves en difficulté en mathématiques, en fin d’école primaire et en fin
de collége. Les récents résultats de ’enquéte internationale TIMSS menée en fin de CM1 en 2015
aupres des éleves de CM1 ont confirmé cette situation. Aprés une présentation rapide du Conseil
national d’évaluation du systéme éducatif (Cnesco), nous dresserons un panorama de ces
évaluations, de leurs objectifs et de leurs résultats, puis nous centrerons notre intervention plus
spécifiqguement sur le domaine des nombres et du calcul, en prenant appui sur les travaux
d’évaluation du Cnesco et sur des résultats de recherche en didactique des mathématiques. Nous
nous efforcerons enfin, en nous appuyant notamment sur les résultats du dispositif PACEM?
(Chesné, 2014), de proposer de nouvelles voies pour 1'usage des évaluations externes, et en
particulier, de montrer en quoi des évaluations externes des acquis des éléves, en étant ciblées et
adaptées a des projets locaux peuvent constituer des outils de formation des enseignants.

Le Conseil national d’évaluation du systeme scolaire (Cnesco)

Creé par la Loi de la refondation de I’école de 2013, le Conseil national d’évaluation du systéme
scolaire (Cnesco) a été installé en janvier 2014 afin d’assurer une évaluation scientifique et

! Ce texte est celui d’une présentation de juin 2017, antérieur 4 une reprise d’évaluations exhaustives menées a la
rentrée 2017 par le ministére de I’Education nationale aupres des éléves de CP et de sixiéme.
2 Projet pour I’acquisition de compétences par les éléves en mathématiques.
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indépendante du systéme scolaire, complémentaire aux travaux d’évaluation internes au Ministere
de I’éducation nationale. Il est composé majoritairement de chercheurs issus de plusieurs champs
scientifiques, spécialistes de 1’évaluation, mais aussi de parlementaires et de membres du Conseil
économique, social et environnemental. L’article L. 241-12 de la loi du 8 juillet 2013et la lettre de
mission qui le compléte, définissent les trois principales missions du Cnesco :

e évaluer le fonctionnement du systéme scolaire et ses résultats ;
o diffuser les résultats des évaluations des éleves, des dispositifs et des politiques scolaires ;

e ¢valuer les méthodologies mises en ceuvre par les évaluateurs internes au ministére de
I’Education nationale et celles mises en ceuvre par les organismes internationaux.

En trois années, en s’appuyant sur un réseau de plus de 200 chercheurs et experts internationaux et
en associant largement la communauté éducative, le Cnesco a ainsi investigué un champ tres large
de thématiques cruciales pour 1’école francaise, depuis les pratiques pédagogiques dans la classe et
I’établissement (la lecture, les mathématiques, le redoublement, le traitement de la difficulté
scolaire) jusqu’aux politiques scolaires (le handicap, I’enseignement professionnel, 1’éducation a la
citoyenneté, les inegalités sociales et migratoires, la mixité). Afin de diffuser efficacement les
résultats de la recherche et d’enrichir le débat sur I’éducation, le Cnesco a développé six formats
d’activités, avec la collaboration de plusieurs partenaires (I’'If¢/ENS de Lyon, le CIEP, Réseau
Canopé, ’ESENESR, le réseau des Espé...) :

e des conférences de consensus : a partir de ressources d’évaluations scientifiques produites
par le Cnesco, un jury d’acteurs de la communauté €ducative est chargé d’auditionner des
experts de disciplines variées pour produire des recommandations ;

e des conférences de comparaisons internationales : a partir de ressources d’évaluations
scientifiques sur les politiques scolaires produites par le Cnesco, un public de décideurs
francais et internationaux sont réunis et échangent autour des politiques publiques afin de
proposer des préconisations ;

e des conférences virtuelles : des échanges en direct et a distance sont ouverts entre des
experts d’une thématique et des acteurs de terrain sur les évaluations du Cnesco ;

e des rapports scientifiques : des évaluations quantitatives et qualitatives pluridisciplinaires
sont développées dans la durée, pour évaluer I’état de I’école ;

e des notes d’actualité, et des forums en région.

Le Cnesco met a disposition de tous des dossiers de ressources complets et multimédias (rapports
scientifiques, dossiers de synthése, préconisations, vidéos...) sur son site Internet : www.cnesco.fr.

De quoi parle-t-on quand on parle d’évaluations externes des acquis des éléves ?

Que sont les évaluations externes des acquis des eleves et quels roles peuvent-elles jouer dans notre
systeme éducatif ? La question mérite d’étre posée. En effet, « aux cotes des évaluations internes
des éleves — c’est-a-dire qui relevent de la responsabilité exclusive de ’enseignant dans sa classe et
son etablissement — s’est développée depuis les années 1990, dans les pays de I’OCDE une panoplie
d’évaluations externes — c’est-a-dire des évaluations qui relévent d’acteurs extérieurs a
I’établissement scolaire — par les administrations centrales des ministéres de 1’éducation, des
agences indépendantes en charge de 1’évaluation des éléves ou encore les collectivités territoriales,
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dans certains pays tres décentralisés » (Cnesco, 2014). Hormis les examens certificatifs, comme le
baccalauréat, ou les épreuves finales du dipléme national du brevet, les évaluations externes des
acquis des ¢leves font le plus souvent référence a des évaluations qui ne sont pas d’ailleurs
certificatives en France, les évaluations standardisées des acquis des éléves. La conception,
I’administration et la correction des tests ainsi que la publication des résultats répondent a un cadre
de référence normé (Mons & Pons, 2006). Elles se distinguent en cela d’autres évaluations externes,
plus locales, qui peuvent s’en rapprocher, ou s’en inspirer, comme les évaluations pilotées par les
académies ou les départements, ou encore les évaluations de '’ APMEP?,

Traditionnellement, on oppose deux finalités principales de ces évaluations standardisées :
diagnostic et bilan. Plus précisement, Trosseille et Rocher (2015) leur assignent trois objectifs
différents :

=« fournir aux enseignants des outils afin d’enrichir leurs pratiques pédagogiques en
évaluant mieux les acquis de leurs éleves ;

» disposer d’indicateurs permettant de mesurer, au niveau national, les performances de
notre systeme (eévolutions temporelles et comparaisons internationales) ;

= doter les « pilotes de proximité » (recteurs, DASEN, IEN) d’indicateurs leur permettant de
mieux connaitre les résultats des écoles et d’effectuer une vraie régulation. »

Selon son objectif, une évaluation standardisée peut étre exhaustive (elle concerne tous les éléves
d’un méme niveau scolaire) ou réalisée sur échantillon, ce qui a évidemment une influence sur son
co(t et son organisation.

Quoi qu’il en soit, les psychométriciens considérent qu’une confusion des objectifs est dangereux
méthodologiquement, et qu’il y a une distinction nécessaire a effectuer et a afficher (rapport IGEN,
2005, rapport du HCE, 2011). Il est couramment admis que cette confusion a existé, au début des
années 2000 et entre 2009 et 2012, ce qui a conduit en grande partie a I’abandon actuel des
évaluations de type 1 et de type 3.

Mais cette prudence statistique n’est pas la seule a souligner a propos des évaluations externes. Il
faut également y associer une réserve des enseignants - qui peut aller de I’indifférence a une
opposition forte — une réticence des formateurs (sur I’utilisation des évaluations standardisées et de
leurs résultats en formation), et une certaine prudence des chercheurs sur la validité de ces
évaluations et leurs résultats. Ces réserves, voire ces défiances, sont d’autant plus fortes que :

= e flou/la confusion sur les enjeux, les objectifs et les usages sont importants ;
= latransparence de la part des opérateurs sur les contenus des tests est faible ;

= Ja montée en puissance des évaluations de pilotage national fait peser une pression
médiatique de plus en plus grande sur I’école ;

= des retours négatifs de I’étranger (dérives du concept de « hard accountability »; Mons,
2007) font craindre le pire aux établissements et aux enseignants ;

= e travail d’information et de formation des enseignants... et des formateurs est insuffisant.

¥ Association des professeurs de mathématiques de I’enseignement public.
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Quelles évaluations nationales et internationales et que nous apprennent-elles ?

Toutes les évaluations nationales sont menées par le ministére de 1’éducation nationale, et le plus
souvent par la direction de I’évaluation, de la prospective et la performance (Depp). Elles
concernent essentiellement la scolarité obligatoire, et sont de plusieurs natures. Elles peuvent étre :

= diagnostiques, comme les évaluations menées de 1989 a 2008 a I’entrée en CE2 et ’entrée
en sixieme, puis les évaluations menées en CE1 et en CM2 par la direction générale de
I’enseignement scolaire (Dgesco) entre 2009 et 2012 ;

= congues pour fournir des indicateurs pour le Parlement dans le cadre de la LOLF (loi
organique relative aux lois de finances) menées en CM2 et en troisieme ;

= bilans, en fin d’école et en fin de collége comme celles du programme Cedre (Cycle des
évaluations disciplinaires réalisées sur échantillons) mené pour la premiére fois en 2008
pour les mathématiques, puis en 2014 ;

= 3 objectif de comparaisons temporelles comme I’étude menée en 2007 (permettant
d’apprécier des variations sur plusieurs années d’intervalles de connaissances analogues
(calcul posé et résolution de problemes arithmétiques)

= destinées a identifier les jeunes en situation d’illettrisme (et en 2013 en situation
d’innumérisme), comme les tests de la Journée défense et citoyenneté, adresses aux jeunes
de 17 ans. et e, et

Au niveau international, le Programme international de suivi des acquis des éléves (PISA) mis en
place pour la premiere fois en 2000 par ’OCDE s’est aujourd’hui imposé. Les enquétes PISA
concernent I’ensemble des éléves dont ’age est compris entre 15 ans et trois mois et 16 ans et
2 mois, quels que soient le niveau scolaire et la filiere qu’ils occupent dans le systéme éducatif.
L’OCDE part de I’idée que le développement des économies des pays dépend largement de la
qualité de leurs systemes éducatifs et que le citoyen doit savoir mobilier ses connaissances scolaires
pour résoudre les problémes qu’ils sont susceptibles de rencontrer dans « la vie réelle ». PISA
n’évalue donc pas strictement des champs disciplinaires, mais une littératie mathématique,
scientifique et en compréhension de 1’écrit (Cnesco, 2016).

Un autre programme d’enquétes internationales, TIMSS (Trends in international mathematics and
science study), est mené depuis 1995. Les enquétes TIMSS concernent les éleves qui sont dans leur
quatriéme ou huitieme année de scolarité (en France, éléves de CM1 et de quatrieme). En 2015, la
France a participé pour la premiére fois au programme TIMSS pour le CML1, aux c6tés de 47 autres
pays. La France a également participé en 2015 a TIMSS Advanced apres avoir participé a la
premiére édition en 1995, et aprés 20 ans de non-participation. Cette enquéte a pour population
cible les éleves qui sont en classes scientifiques de fin d’études secondaires, la terminale S en
France. Les enquétes TIMSS et TIMSS Advanced cherchent a mieux connaitre les systémes
éducatifs en ce qui concerne l’enseignement des mathématiques et des sciences et moins
directement, & améliorer les politiques scolaires. Elles s’intéressent avant tout aux contenus
d’enseignement présents dans les programmes scolaires, et aux acquis des éléves relativement a ces
contenus.

Les principaux enseignements de ’ensemble de ces évaluations, convergents et désormais partagés
au sein de ’institution, sont les suivants :
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e Environ 40 % des éléves frangais n’ont pas le niveau attendu a la sortie de I’école
primaire (Figure 1) ;

o Cette proportion a augmenté entre 2008 et 2014 en fin de college (Figure 2) ;

e Le nombre d’éléves frangais « de bas niveau » (obtenant de scores peu élevés)
augmente (Figures 2 et 3).

Figurel : Répartition des éleves par niveaux de compétence aux évaluations Cedre fin d’école
en 2008 et en 2014

31,3
2008
28.6
m2014
25,526,1
18,2 18.8
12,4 12,6
10,0 10,2
3,7
- .
Groupe <1 Groupe 1 Groupe 2 Groupe 3 Groupe 4 Groupe 5

Source : Depp-MENESR. Note d’information N°18, DEPP, Mai 2015

Les eleves des 3 groupes « de bas niveaux » (groupes inferieurs a 1, 1 et 2) ne maitrisent pas
complétement les nombres entiers, trés peu les nombres décimaux, et n’ont une maitrise assurée que
de I’addition et de la soustraction des nombres entiers (avec ou sans retenue). La proportionnalité
n’est pas acquise.

TIMSS 2015 (CM1) a confirmé ces résultats avec un résultat supplémentaire tres inquiétant : la
France obtient le score le plus faible en mathématiques des 26 pays de ’OCDE participant a
I’enquéte, juste devant le Chili. Plus précisément :
e La proportion d’éléves « de bas niveaux » est supérieure en France (42 %) a celle des pays
européens participants (24 % en moyenne) ;
e La proportion « de niveau élevé » est inférieure en France (2 %) a celle des pays européens
participants (9 %) ;

Les exemples ci-dessous, issus de TIMSS 2015 (CML1), illustrent les résultats des éléves francais
dans le domaine des nombres et du calcul® :
Exemple 1 :

* https://timssandpirls.bc.edu/timss2015/international-database/index.html
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Yassine commence a écrire une suite logique de nombres :
013,20, 27;:::
[l ajoute a chaque fois le méme nombre pour obtenir le nombre suivant.

Quel est le nombre suivant qu'il devrait écrire dans sa suite logique ?

Le taux de réponses correctes pour la France est 59 % alors qu’il s’éléve a 70 % pour ’ensemble
des pays participants a I’enquéte. A cet exercice, comme a bien d’autres, de niveaux de difficulté
divers, le score de la France est le plus bas des pays de ’OCDE (hors le Chili).

Exemple 2 :

Célia a 12 longueurs de fil, 40 perles rondes, et 48 perles plates.

Elle utilise 1 longueur de fil, 10 perles rondes, et 8 perles plates pour fabriquer
1 bracelet.

Si Célia fabrique des bracelets tous identiques, combien peut-elle en fabriquer ?

® 40
12
© 5
© 4
Le taux de réponses correctes pour la France est 28 % alors qu’il s’éléve a 37 % pour I’ensemble
des pays particpants a 1I’enquéte.

Exemple 3 :

A. Lequel des cercles ci-dessous a les 3 de sa surface grisés ?

8
© © .

Le taux de réponses correctes pour la France est 15 % alors qu’il s’éléve a 24 % pour ’ensemble
des pays particpants a I’enquéte.

Au collége, les difficultés des éleves s’accroissent, comme le montre les résultats de 1’évaluation
Cedre en fin de troisieme.

Figure 2 : Répartition des éleves par niveaux de compétence aux évaluations Cedre fin de
collége en 2008 et en 2014
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L’augmentation de la proportion des ¢leves des groupes 1 et inférieurs a 1 est nette, alors que celle
des groupes 4 et 5 diminue, ce qui traduit une nette détérioration du niveau des éléves entre 2008 et
2014. Les éléves des groupes 1 et 2 maitrisent les opérations sur les nombres entiers, relatifs
compris, et savent résoudre des situations de proportionnalité dans des cas simples. Mais
I’utilisation du calcul littéral est une difficulté pour eux, tout comme celle des nombres rationnels.
La aussi, cette évolution se retrouve dans les résultats des évaluations internationales

Figure 3 : Répartition des éleves par niveaux de compétence aux évaluations PISA en 2003 et

en 2012
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Source : Depp-MENESR. Note d’information 13.31

De plus, et ¢’est un résultat bien identifié désormais mais néanmoins trés inquiétant, il existe en
France une forte corrélation entre 1’environnement socio-économique des éléves et leur réussite
scolaire. Ainsi, selon Cedre école 2014, les scores des écoles socialement défavorisées baissent, et
notamment dans les écoles en éducation prioritaire, le nombre d’éléves en grande difficulté
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augmente. Cette corrélation devient de plus en plus marquée, ce qui se traduit dans PISA par une
détérioration de 1’équité entre 2003 et 2012, telle qu’elle est mesurée par I’enquéte : I’écart de score
associé a la variation d’une unité de I’indice socio-economique a augmenté depuis 2003 de 14
points, soit I’augmentation la plus importante de tous les pays de I’OCDE, pour passer a 57 points,
qui devient en 2014 I’écart plus important parmi les pays de I’OCDE, et renseigne donc sur des
inégalités a I’école d’origine socio-économique tres fortement marquées en France. .

Enfin, la France compte parmi les pays ou les éléves ont le moins confiance en eux concernant leurs
compétences et font le moins preuve de persévérance pour résoudre des problemes. Selon PISA
2012, la France se classe toujours parmi les pays de I’OCDE ou le niveau d'anxiété est le plus élevé,
ce niveau n’ayant pas changé depuis 2003 (Cnesco, 2016).

L’ensemble de ces résultats conduit donc a des constats alarmants, d’autant plus que le cadre de
référence des enquétes TIMSS comme celui de Cedre est fondé sur les programmes scolaires
contrairement a celui de PISA qui s’en émancipe délibérément. Cela implique nécessairement des
lectures différentes des résultats de ces deux enquétes, mais le fait que ces résultats se rapprochent
constitue une alerte sérieuse...méme si certaines limites liées aux évaluations elles-mémes existent :

e La nature des items, et en particulier le format QCM, qui oriente les réponses fournies par
les éleves selon les réponses possibles (par exemple, selon que, parmi les résultats proposés
au calcul 3,8 + 1,2 un distracteur fortement attractif comme 4,10 figure ou non, les choix des
éleves peuvent différer). Mais, au-dela du format des items, des contraintes fortes liees a la
nécessité de pouvoir construire une échelle de performance impose d’écarter certains items
estimés non satisfaisants au regard de ce modeéle, aprés un test expérimental (caractére
unidimensionnel du modele statistique utilisé appelé « modele de réponse a I’item »).

e Dans le méme temps, le fait que les items ne soient que tres partiellement libérés ne permet
pas d’apprécier sur quel nombre d’items et sur quelles taches sont fondées les échelles de
compétences, et donc d’avoir une connaissance effective de ce qui est mesuré.

e Les questions de la langue, de traduction (PISA, TIMSS) et le fait que dans les tests PISA,
le champ de connaissances ou le domaine qu’il mobilise ne soit pas spécifié aux éléves dans
les exercices proposes, peuvent constituer des facteurs supplémentaires de difficulté pour
des éléves habitués a résoudre des tiches bien identifiées comme relevant d’une matiere
donnée.

e Les évaluations standardisées comme PISA ou Cedre se déroulent en mai. Ces tests sont
présentés aux éléves comme non notés. Il est tout a fait vraisemblable que des éleves, en
situation scolaire difficile, ne fassent pas leur maximum pour les réussir au mieux ... En
particulier, le taux élevé de non-réponses des éleves francais a pu étre attribué a la peur de
mal faire. Il est peut-étre di aussi a un manque de motivation pour un travail a faible enjeu
dans un environnement scolaire ou la note est prépondérante.

Pour davantage d’information sur les contenus de ces évaluations, on pourra se réferer aux travaux
nombreux de Bodin sur PISA notamment (2006, 2008), a I’article de Roditi et Salles qui ont
effectué une nouvelle analyse des items de PISA 2015 en s’intéressant aux niveaux de mise en
fonctionnement des connaissances mathématiques provoquées par les tadches proposées aux éléves
(2015), a la these de Grapin (2015) qui s’est intéressée a la validation des tests utilisés par Cedre fin
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d’école, et enfin au rapport du Cnesco consacré a la fois a I’analyse des cadres de référence des
enquétes PISA et TIMSS et a leurs contenus (Cnesco, 2016).

Quoi qu’il en soit, il nous parait tout a fait essentiel de ne pas occulter ces résultats, ne serait-ce que
par qu’ils résonnent avec d’autres résultats qui sont autant de signaux inquiétants pour le systéme
scolaire et I’avenir de la France : la difficulté de recruter des enseignants en mathématiques au
second degré, d’affecter ceux du premier degré dans les écoles difficiles (Cnesco, 2016) ; un
sentiment de compétence percue/niveau de satisfaction professionnelle mitigé , notamment chez les
enseignants du 1% degré (TIMSS 2015), I'inadéquation déclarée de la formation initiale avec les
conditions réelles d’exercice et le deficit de formation continue des enseignants (TALIS, 2013).
Notre point de vue est donc que ces évaluations méritent d’étre prises en considération, parmi
d’autres éléments producteurs d’informations sur 1’état des connaissances des éleves, et qu’elles
doivent 1’étre, a tous les niveaux, aussi bien aux niveaux national, académique et départemental
qu’a celui des établissements et des classes.

Quels acquis des éléves dans le domaine des nombres et du calcul a la charniere
école/college?

Nos propres travaux de recherche, complétés par des analyses que nous avons menées avec Jean-
Paul Fischer dans le cadre de la conférence de consensus du Cnesco et de ’FE/ENS de Lyon en
novembre 2015 montrent des difficultés récurrentes et persistantes que manifestent les éleves a
I’entrée au college :

e [’écriture des grands nombres ;

e La connaissance des tables, en particulier des tables de multiplication ;

e Les nombres decimaux (écriture, comparaison, intercalation, encadrement, multiplication

par 10 - 100 -1 000) ;

e Le calcul mental (« sens des nombres », ordre de grandeur d’un résultat) ;

e Le calcul posé;

e Les résultats sur la résolution de problemes qui sont tres variables.

L’analyse approfondie de ces évaluations (contenus et résultats) nous a conduit a formuler deux
hypothéses fortes, qui auraient des incidences fortes en termes de contenus a enseigner, de supports
utilisés en classe et de pratiques enseignantes :

e une réussite opératoire sur des taches portant sur les nombres entiers pourrait masquer une
conceptualisation insuffisante de ces nombres ;

e les difficultés repérées sur les nombres décimaux pourraient renvoyer a cette
conceptualisation insuffisante des nombres entiers.

TIMSS 2015 confirme les difficultés observées, en les rendant plus flagrantes au regard des
résultats d’autres pays :

e dans les trois domaines cognitifs du cadre de référence de TIMSS (connaitre, appliquer,
raisonner), les scores des éleves francais sont bien inférieurs a la moyenne des pays
européens participants ;

e les résultats des éléves francais sont particulierement faibles sur les questions portant sur les
nombres et le calcul et sur la gestion de données (lecture et interprétation de tableaux et
graphiques). ;

e dans I’ensemble des pays participants, 52 % des enseignants s’estiment trés satisfaits
d’exercer leur métier, alors qu’ils ne sont que 30 % en France.
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Cette question de la pertinence, de la compatibilité des évaluations externes au regard des contextes
professionnels des enseignants est investiguée depuis longtemps par les sciences de I’éducation,
plus récemment par la didactique.

Une des questions importantes, une fois qu’on a traité de la validit¢ et de la fiabilit¢ de ces
évaluations, est posée ainsi par Marcel Crahay (in Mottier-Lopez & Crahay, 2009) : « Articuler
I’évaluation en classe et le pilotage des systémes, est-ce possible ? »

« Le défi est de taille. Le « challenge » parait impossible tant le pilotage par évaluations externes a
été présenté comme antinomique de [’évaluation interactive que pratiqueraient les enseignants des
lors qu’ils gerent la vie d’une classe tout au long de [’année. Pourtant, écrivons-le d’emblée, il
nous semble possible de coordonner ces deux poles d’un faisceau de tensions qui peuvent s’avérer
positives deés lors que certaines conditions sont réunies. »

De Ketele (2017), lors sa conférence d’ouverture du dernier colloque de /’Association pour le
Développement des Méthodologies d’Evaluation en Education (ADMEE), a effectué une tentative
de modélisation tres intéressante qui intégre les différentes dimensions de 1’évaluation. Nous
partageons cette vision globale de I’évaluation,et nous pensons qu’il est possible de compléter cette
modélisation, en imaginant de nouvelles fonctions et de nouveaux usages pour les évaluations
externes des acquis des éléves, qui combinent plusieurs aspects que nous avons évoqués ci-dessus.

Un exemple est celui du dispositif PACEM que nous avons congu et mis en ceuvre entre 2010 et
2012, dans les académies de Créteil et d’Aix-Marseille, et qui a produit des résultats positifs sur les
acquis des éleves. Ce dispositif qui repose sur une conception spécifique de ’enseignement des
mathématiques et de la formation des enseignants, consiste a partir d’un test standardisé adapté
comme amorce d’une formation d’enseignants. Ce test présente les caractéristiques suivantes :

e les items ont été validés statistiquement ;

e il porte sur un champ d’évaluation limité ;

e les taches proposees sont familieres aux éleves et aux enseignants ;
e la durée de passation du test est « raisonnable ».

On obtient ainsi un matériau facilement partageable entre enseignants d’'une méme école ou d’un
méme établissement, et entre écoles et établissements. La formation des enseignants qui est ancrée
sur ce test, vise explicitement I’amélioration des acquis des éleves en misant sur 1’évolution des
pratiques professionnelles et contient les éléments suivants :

e un questionnement des processus d’apprentissage des ¢éleves et des pratiques des
enseignants;

e des apports mathématiques et didactiques;

e un travail sur les contenus et sur les déroulements pour co-construire et « conscientiser » une
palette de « bonnes pratiques possibles », avec un objectif de partage de pratiques.

Ces évaluations standardisées, sous certaines conditions, peuvent donc constituer des éléments
parmi d’autres, de développement professionnel des enseignants en mathématiques : elles peuvent
en effet générer une réflexion a la fois individuelle et collaborative, intégrée aux contextes et aux
enjeux locaux, et prioritairement centrée sur les apprentissages des éleves.
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A I’heure ol un retour des évaluations standardisées exhaustives des acquis des éléves est possible,
il nous semble donc important d’une part de considérer ces évaluations comme des objets de
recherche, et d’autre part que tous les acteurs du systeme éducatif réfléchissent ensemble comment
les définir, comment les mettre en ceuvre et comment les prendre en compte.
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At 12 : Initiation a la programmation et enseignement de la géométrie
au cycle 3
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ESPE de I’Académie de Versailles et IREM de Paris ;

maha.blanchard@u-cergy.fr ; isabelle.bois@u-cergy.fr ; cecile.kerboul@u-cergy.fr

Résumé : Avec les nouveaux programmes, les enseignants du cycle 3 ont vu arriver une nouvelle
thématique a travailler avec leurs éleves : I'initiation a la programmation, notamment «a travers la
programmation de déplacements ou de construction de figures». Se pose alors la question de
I'impact de Il'utilisation de logiciels de programmation sur les apprentissages géométriques.
Comment faire pour enseigner des notions géométriques avec des logiciels de programmation
comme Scratch ? Qu’apporte ['utilisation de tels logiciels aux apprentissages géométriques ? Faut-
t-il changer les pratiques usuelles d’apprentissage de la géométrie, ou bien les activités articulant
programmation et geométrie peuvent-elles étre isolées du reste et traitées comme visant
principalement [’initiation a la programmation ? Nous proposons d’éclairer ces interrogations a
partir d’une part, d’'un regard critique sur les programmes officiels et d’une étude croisée de
quelques manuels et d’autre part, d’observations de classes dont nous présentons une analyse
synthétique des résultats.

Mots clefs : géométrie ; programmation ; algorithmique ; Scratch ; cycle 3; construction de
figures ; utilisation de logiciels en classe

Introduction

L’arrivée du théme de la programmation dans les programmes du cycle 3 constitue la concrétisation
d’un discours fréquent et divers mis en avant depuis plusieurs années dans la sphére médiatico-
politique qui peut se résumer par : « initier les enfants depuis leur plus jeune dge a 1’informatique,
permet de former des futurs citoyens qui comprennent le monde numérique dans lequel on vit ».
Les spécialistes et les chercheurs en informatique ont appuyé également, a travers leurs propres
approches, cette demande récurrente en argumentant I'intérét de [Dinitiation a la pensée
informatique et algorithmique dés I’école primaire : « l'informatique apporte une nouvelle manicre
de penser et il est important d'initier les éléves a la pensée informatique ou computationnelle »
(Dowek, 2016) ; « il y a donc un enjeu fort de culture générale scientifique, de culture générale
informatique pour tous [...] Il faut donc initier tous les éléves aux notions de base de I'informatique:
algorithmique, langage et programmation » (Abitboul, 2015) ; « il est important que les éléves puis
les adultes soient conscients de I'activité humaine a l'origine de toute application informatique, et de
la rationalité qui préside a cette activité. Le repérage des difficultés nous conduit a penser qu'il est
utile que I’initiation commence tot de fagon que les processus de maturation conceptuelle des éleves
puissent avoir lieu sur le temps long des études » (Lagrange & Rogalski, 2015).

Ce nouveau theme est donc apparu a la rentrée 2016 dans les programmes de mathématiques ; les
enseignants du cycle 3 ont a ’aborder en articulation avec des domaines du programme de
mathématiques, en particulier celui des activités spatiales et géométriques.
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Cette nouveauté parait a méme de soulever plusieurs interrogations chez les enseignants de CM1 —
CM2 et de 6éme. Comment faire pour enseigner des notions géométriques avec des logiciels de
programmation comme Scratch ? Qu’apporte I'utilisation de tels logiciels aux apprentissages
géométriques ? Faudra-t-il changer les pratiques usuelles d’apprentissage de la géométrie, ou bien
les activités articulant programmation et géométrie peuvent-elles étre isolées du reste et traitées
comme visant principalement I’initiation a la programmation ?

Notre travail de recherche vise a éclairer ces interrogations et a explorer des pistes de réponses.
Dans un premier temps, nous nous fixons comme objectif d’observer les activités que des
enseignants de CM2 et de 6éme vont mettre spontanément en place en se basant sur les ressources
pédagogiques mises & leur disposition. Nous avons choisi de nous centrer sur des activites liées a la
construction de figures géométriques en utilisant le logiciel Scratch. Le second temps de notre
travail mettra le focus sur la formation initiale des enseignants et sur la création de ressources au
service des formateurs.

Dans cet article, nous rendons compte des résultats de la phase exploratoire de notre recherche. Une
premiére partie, présente notre lecture des programmes et étude des manuels. Les observations de
classes sont présentées dans une deuxieme partie, suivies d une analyse synthétique des résultats.

Contexte

Dans cette premicre partie, nous dressons d’abord un panorama des instructions officielles et des
programmes relativement a I’enseignement de la programmation a 1’école primaire. Nous étudions
ensuite quelques manuels du cycle 3 (CM1, CM2 et 6éme) pour tenter d’y détecter les différentes
approches adoptées par les éditeurs et leur éventuelle évolution au cours du cycle.

Les programmes

Au cycle 1%, les éléves rencontrent les premiers algorithmes pour lesquels il est attendu qu’ils
sachent identifier les principes de leurs organisations et poursuivre leurs applications. Ils sont ainsi
invités a « organiser des suites d'objets en fonction de critéres de formes et de couleurs ; les
premiers algorithmes qui leur sont proposés sont simples. Dans les années suivantes,
progressivement, ils sont amenés a reconnaitre un rythme dans une suite organisée et a continuer
cette suite, a inventer des « rythmes» de plus en plus compliqués, a compléter des mangues dans
une suite organisée » (p. 15).

Cette premiere familiarisation avec les algorithmes se poursuit a I’école élémentaire et le théme de
la programmation vient s’inscrire dans le domaine « Espace et Géométrie ».

Au cycle 22, dans la continuité du cycle 1, les algorithmes concernés restent simples. Les
programmes incitent fortement, sans prescrire, a utiliser un logiciel de programmation pour « (se)
repérer et (se) déplacer ». C’est la seule compétence travaillée dans ce cycle. « Dés le CE1, les
éleves peuvent coder des déplacements a 1’aide d’un logiciel de programmation adapté, ce qui les
aménera au CE2 a la compréhension, et a la production d’algorithmes simples » dans des espaces
familiers, sur un quadrillage, sur un écran (p. 84-86). En parall¢le, le document d’accompagnement

! Programme d'enseignement de I'école maternelle, arrété du 18-2-2015
2 Programmes pour les cycles 2 3 4, MENESR, 2016, p 82-87
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pour I’évaluation des acquis du SCCC® apporte, sans étre prescriptif, des pistes pour cette
évaluation. Par exemple, « I’aptitude a anticiper les différentes étapes d’un déplacement peut étre
évaluée dans 1’écriture de programmes — exprimés en langage courant ou dans un langage
specifigue — permettant de produire une succession de déplacements d’un personnage pour se
rendre d’un point a un autre dans un environnement donné sur écran ou sur un quadrillage » (p. 5).
Ce qui était incitatif au cycle 2 devient une prescription au cycle 3*. La programmation occupe une
place conséquente dans le programme de mathématiques. Notons toutefois qu’elle est abordée
uniquement dans le domaine « Espace et Géométrie ». Les activités géométriques, de repérage ou
de déplacement ciblent trois compétences, soit deux de plus qu’au cycle 2 : « programmer les
déplacements d’un robot ou ceux d’un personnage sur un écran »; « reproduire, représenter,
construire : des figures simples ou complexes (assemblages de figures simples) » ; « réaliser une
figure simple ou une figure composée de figures simples a ’aide d’un logiciel » (p. 210-211). On
notera que la premiére compétence « programmer les déplacements d’un robot ou ceux d’un
personnage sur un écran » est présentée comme une situation-activité au cycle 2. Concernant les
situations-activités qui 1’accompagnent, le programme suggére, sans plus de précision, de
« travailler (...) avec de nouvelles ressources comme les systémes d’information géographique, des
logiciels d’initiation a la programmation » (p. 8). Concernant les deux autres compétences, aucun
exemple de situations-activités n’est donné si bien que, par exemple, pour atteindre la compétence
« réaliser une figure simple ou une figure composée de figures simples a ’aide de logiciel », on ne
sait quel(s) logiciel(s) est (sont) préeconisé(s) (logiciels de géométrie dynamique ? logiciels de
programmation ? autres ?). Par ailleurs, le document d’accompagnement pour 1’évaluation des
acquis du SCCC” précise que celle-ci porte sur « I’aptitude a lire ou & écrire un programme, dans un
langage appropri€, permettant I’exécution d’un déplacement d’un robot ou d’un personnage sur un
écran » et plus seulement, comme au cycle 2, sur son anticipation » (p. 8).

Cette ¢tude des programmes et des documents d’accompagnement laisse entrevoir quantité de zones
d’ombre laissées a la charge de I’enseignant. L’étude de manuels apporterait-elle une sorte de
traduction des programmes pour accompagner I’action de I’enseignant ?

Les manuels

Les manuels scolaires du cycle 3 font des choix trés différents par rapport a I’application des
programmes relatifs a la programmation et a I’intégration des technologies dans 1’enseignement de
la géométrie. Les approches choisies relativement aux trois niveaux (CM1, CM2 et 6éme) au sein
d’une méme collection se révelent parfois €tre non cohérentes. Nous ne relatons pas ici une étude
exhaustive de I’ensemble des manuels, mais plutét une vision généraliste a travers I’étude de
quelques-uns®. Nous nous intéressons particuliérement & la maniére dont la programmation est prise
en compte dans les lecons et les exercices et a la place des logiciels de programmation dans la
palette des outils numériques présentés pour le travail de 1’¢leve.

Manuels de CM1 et CM2

® Document d’accompagnement pour 1'évaluation des acquis du socle commun de connaissances, de compétences et de
culture. Eléments pour ['appréciation du niveau de maitrise satisfaisant en fin de cycle 2 (2016)

* Programmes pour les cycles 2 3 4, MENESR, 2016, p 209-214

® Document d’accompagnement pour 1'évaluation des acquis du socle commun de connaissances, de compétences et de
culture. Eléments pour 1'appréciation du niveau de maitrise satisfaisant en fin de cycle 3 (2016)

® 11 s”agit des manuels dont nous disposions au début de I’étude.
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Les manuels de CM1 et de CM2 ne traitent pas tous de la programmation et font, généralement,
d’autres choix comme celui d’utiliser des logiciels de géométrie dynamique, le tableur, la
calculatrice (lesquels figurent dans les anciens programmes de 2008). Quand ils ’abordent, ce peut
étre sous la forme d’une « méthode » en vue de programmer un déplacement ; la programmation au
service de la réalisation d’une figure géométrique se trouve plus fréqguemment dans les manuels de
CM2.

Arrétons-nous sur les manuels de CM1 (2016) et de CM2 (2017) de deux collections : Graine de
maths, Nathan et Les nouveaux outils pour les maths, Magnard. Dans Graine de maths CM1 (CM2),
Nathan, 2016 (2017), deux logiciels de programmation sont utilisés : Géotortue et Scratch. lIs sont
vus comme des «logiciels de géométrie » associés a la programmation des déplacements en CM1
(p. 136-137) et en CM2 (p. 146-147).

* GéoTortue et Scratch sont deux lo

iciel 5 Stri i
des déplacements. gicials de géométrie qui permettent de program

Action
Avancer de 100 pas.

Instruction GéoTortue Instruction Scratch

av 100 [ ~ocer o @D |
Tourner a droite d'un angle droit. td 90 deares
Tourner a gauche d’un angle droit. tg 90 [ tourner ) do @D degrés |

Voici le déplacement de la tortue de

Voici -
GéoTortue obtenu avec ce programme. o deplacement du chat de Scratch

obtenu avec ce Programme

> av 100 T
> td 90 | ¥
> av 100 |
> tg 90
> av 25

| .

Figure 1 : Extrait de Graine de maths CM1, Nathan (2016), p. 136
Entre le CM1 et le CM2, la vision évolue. En CM2, deux parties apparaissent avec une nette
distinction entre réaliser et construire une figure géométrique : premierement, seul Scratch (mais
pas Géotortue) est associé a la nouvelle partie « réaliser une figure simple a 1’aide d’un logiciel de
programmation » (p 146). Deuxiémement, le logiciel de geométrie dynamique GeoGebra, absent
dans le manuel de CML, fait son entrée ; il permet la construction de figures (p. 178).

Quant a la collection Les nouveaux outils pour les maths CM1 (CM2), Magnard, 2016 (2017), les
visions relatives a la programmation et a I’utilisation d’un logiciel de géométrie dynamique
(GeoGebra) sont identiques en CM1 et en CM2 : le logiciel Scratch sert & animer un lutin et il n’y a
aucun lien entre le logiciel de programmation et la programmation d’un déplacement ou de la
réalisation d’une figure (CM2, p. 148-149).

o Scratch est un logiciel qui sert 4 dcrire des seripts (petits Commancde
programmes; pour animer un Jutin (personnage ou objet jui declenche '
.':'
@ Lesoript ost composs de blocs de commande assemblés dans .;'?":fd
n ardre précn, || cebute par la commande qui déclenche ' e
I"action
@ Pour fyoilter léoriture des sonpty, on peut utiloer des commandes -

« boudes » ¢t des commandes « conditions »

Figure 2 : Extrait Les nouveaux outils pour les maths, CM2, Magnard, 2017, p. 148

Graine de Maths et Les nouveaux outils pour les maths adoptent ainsi deux visions différentes de la
programmation. Ce qui différencie également les deux manuels est la mani¢re d’intégrer la
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géométrie dynamique : Les nouveaux outils pour les maths propose d’utiliser GeoGebra en CM1 et
en CM2, alors que Graine de maths ne le propose qu’en CM2 (p.152-153). Par contre, les visions
de ce logiciel de géométrie se rejoignent dans les deux manuels : permettre la construction de
figures.

Manuels de 6°

Sur un panel de sept manuels de 6°™ parus en 2016 ou 2017, nous observons que le logiciel de
géométrie dynamique GeoGebra et le tableur y trouvent leur place (dans les programmes depuis
plusieurs années). Nous ne pouvons cependant en dire autant concernant Scratch. Ainsi certaines
collections I’ont peu - voire pas - intégré (Kwyk 6°, Hachette, 2016 ; Transmath 6°, Nathan, 2016)
alors que d’autres ont essayé de I’aborder dans la plupart des chapitres (Mission Indigo 6°, Hachette,
2017, Maths Monde 6°, Didier, 2017).

On peut y trouver des tentatives pour définir Scratch aupreés des €léves. Par exemple :

- “un logiciel qui permet de faire exécuter des commandes a un ou plusieurs lutins” (Mission
Indigo 6°, Hachette, 2017, p 10) ou encore « un logiciel qui permet de programmer en
langage naturel » (Phare 6°, Hachette, 2017, livret d’accompagnement p. IX)

- «un langage de programmation visuel » (Maths Monde 6°, Didier, 2017, p. 260)

Enfin, les activités proposées sont de natures trés diverses : certaines sans lien avec les
mathématiques, d’autres dans le cadre numérique ou géométrique.

En ce qui concerne les activités autour de la construction de figures avec Scratch, on retrouve une
structure assez commune dans plusieurs manuels et conforme aux programmes : un script étant
proposé, il s’agit dans un premier temps, soit de 1’analyser (en faisant par exemple un dessin a main
levée), soit de ’exécuter directement a I’aide du logiciel pour voir la figure géométrique tracée par
le lutin. Puis, dans un second temps, il est demandé de modifier ce script (ou de I’adapter) pour
répondre a une consigne donnée.

Scratch et polygones
85 | Benjamin et Laure ont saisi et lancé deux programmes dans Scratch
Benjamin Laure a. Saisir leurs programmes
= dans Scratch,

b. Quelle figure obtenez-vous ?
oltaces tomt c. Quapporte la commande
sier 45 Oy O (-0 of
o en.Doskion Miqine d. Lequel des deux

programmes vous semble
le plus efficace si I'on avait
a construire un polygone
m régubier & douze cdtés ?

e. Ensinspirant de I'un de
ces deux programmes, tracer
un carré de c6té 100

Figure 3 : Extrait de Maths Monde 6°, Didier, 2017, p. 192

Expérimentations

A T’issue de ce premier travail d’étude des ressources disponibles, programmes et manuels, nous
nous sommes dirigées vers les observations de classe autour de I'utilisation du logiciel Scratch. Des
discussions avec plusieurs enseignants nous ont révélé que face a la variabilité dans les manuels, et
pour se conformer aux programmes, ces enseignants se dirigent souvent vers les documents
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d’accompagnement et les ressources proposées sur les sites officiels, en 1’occurrence ici le
document : « Initiation & la programmation aux cycles 2 et 3 »'.

Nous avons proposé a une enseignante de classe de 6°™ (Cindy) de mettre en place une séance
utilisant le logiciel Scratch en se basant si possible sur les documents d’accompagnement des
programmes. Elle s’est emparée de la ressource « Initiation a la programmation. Annexe 5.4 :
Scratch — Figures Géométriques »° sur le site Eduscol. Elle I’a cependant adaptée afin de donner
aux ¢€leves I’opportunité de produire par eux méme un script, sans « modele ». De plus, elle espérait
profiter d’une telle situation pour introduire les notions de répétitions et de boucles (cf. annexe 1).

Elle a mis en place cette activité aprés une séance en débranché sur les déplacements et deux
séances de familiarisation avec Scratch en salle informatique. Les 30 éléves de la classe ont travaillé
par binbmes (un binbme par ordinateur). Le travail de trois binbmes a été observé et retranscrit.
L’enseignante n’a pas fait d’interventions collectives pendant la séance, elle a cependant demandé
aux ¢leves d’enregistrer régulierement leurs scripts pour une exploitation ultérieure. Nous avons eu
acces a ces scripts.

L’activité concue par Cindy a été ensuite proposée a Gilles, un enseignant en double niveau
CP/CM2. 1l a décide de la mettre en place avec ses 10 éleves de CM2. En début de séance,
I’enseignant a réuni les éléves autour d’une table et a organisé un bilan collectif sur les activités
déja faites avec Scratch. Ces interventions collectives ont été filmées et transcrites. Par la suite, les
éleves ont travaillé individuellement sur ordinateur. Le travail de trois éleves a été observé et
retranscrit.

Dans cet article, nous ne détaillons pas les analyses faites pour chacune des deux séances. Nous
optons plutét pour la présentation des résultats d’une facon synthétique en les illustrant par des
extraits des observations.

Résultats

Un regard synthétique sur les résultats partant de notre problématique initiale nous permet de les
regrouper selon trois entrees.

Mobiliser des connaissances mathématiques pas encore la !
L’angle de 90°

Le logiciel Scratch propose les commandes « tourner a droite de ... degrés » et « tourner a gauche
de ... degrés ». Or d’apres les instructions officielles, 1‘introduction d’une unité de mesure d’un
angle et I’utilisation d’un outil de mesure ne sont abordées qu’a partir du college.

Pour esquiver 'utilisation de cette notion, beaucoup de manuels de CM1 et CM2 ne proposent que
des activités de déplacement et/ou de construction géométrique avec Scratch n’utilisant que des
blocs préformatés & 90° (méme en 6°™). Certains manuels s’aventurent cependant un peu plus loin :
par exemple, dans Les nouveaux outils pour les maths CM2 (Magnard, 2017, n°5 p 149) ou I’angle

"http://cache.media.eduscol.education.fr/file/Initiation_a_la_programmation/92/6/RA16_C2_C3_MATH _inititation_pro
grammation_doc_maitre_624926.pdf
®http://cache.media.education.gouv.fr/file/Initiation_a_la_programmation/91/6/RA16_C2_C3_MATH_annexe 5 4 scr
atch_figures_geo_624916.pdf
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de 45° est présenté comme un demi-angle droit (comme un code a connaitre) ou encore dans Maths
Monde 6°™ (cf. Fig. 3) avec la construction d’un triangle équilatéral.

Cindy et Gilles sont bien conscients de cette ambiguité, passée sous silence lorsqu’il s’agit
d’activités avec Scratch.

Gilles prend en charge la notion de mesure d‘angle lors du regroupement en début de séance. 11
introduit 1’unité de mesure d’un angle et I’instrument de mesure (il montre un rapporteur de tableau
aux ¢éleves) et note sur un affichage qu’un angle droit mesure 90°. Quant a Cindy, elle explique, lors
d’un entretien post-observation, qu’elle n’a pas encore travaillé sur les angles a I’heure de
I’expérimentation Scratch. Elle a cependant anticipé ce probleme et profit¢ de I’activité en
débranché sur les déplacements pour montrer aux €léves que « tourner a droite ou a gauche » ne
suffit pas pour guider une personne et qu’il faut donc étre plus précis : « tourner comment et de
combien ? ».

L’observation des éléves montre qu’ils insérent quasi-systématiquement « 90 » dans le bloc «
tourner de ... degrés », reprenant ainsi les instructions préalables de I’enseignant. S’ils écrivent un
autre nombre, ils corrigent rapidement en le remplagant par 90. A 1’évidence, ils manipulent ce «
90 », tel « un code », sans réellement comprendre la notion d’unité de mesure d’angle sous-jacente.

Quelques ¢€leves « bricolent » avec ces angles de 90° pour obtenir I’orientation souhaitée. Par
exemple, lorsqu’ils veulent remettre a I’endroit leur lutin qui a « la téte en bas », ils répétent deux
fois « tourner de 90 degrés » (avec ou sans boucle) pour faire un demi-tour (cf. annexe 2).

Le repére du plan et les coordonnées des points

Lorsqu’on utilise le logiciel Scratch, on peut étre amené a travailler sur la notion de coordonnees
dans le plan. La scéne est en effet munie d’un repéere (visible ou pas, au choix de I'utilisateur), qui
permet notamment de définir la position du lutin & un instant t. Or, d’aprés les instructions
officielles, se repérer dans le plan muni d’un repére orthogonal est au programme du cycle 4.

La notion de coordonnées est utilisée cependant dans certains manuels, comme par exemple dans
exercices de programmation du manuel Les nouveaux outils pour les maths, CM2, Magnard, 2017
(p. 146-147). Pour les auteurs de ce manuel, il semble qu’il soit nécessaire, vraisemblablement pour
garder une certaine cohérence, d’introduire la notion de coordonnées ou de rappeler la notion des
points cardinaux en amont de la programmation (dans la partie « Se repérer et se déplacer dans
I’espace »).

Je retiens _{

o Les plans ou les cartes sont des représentations a plat, d'espaces ou de lieus, qu
respectent une échelle
® L¥eun plan ou une carte permet de se repérer ou de repérer la position de leux
e Pour lire une carte ou un plan, il et nécosaire de les orienter
A L aige O une cose des vent orsqt \'y & pas de rose des vents
- - - i M . ‘ X \‘L
ve = nord de |3 carte est en haut et le sud en bas —
S X AN
e Les plans ou ley cartes sont parfols quadr e quadrillage perme \
de repérer la position d'un point & |"aide de ses coordonnées
~£5 Conraannees 4 une case, ou d'un naeud, sont toujours déterminées par le repire

de Iaxe horizontal puis celui de I'axe vertical D . Mina part o0 |

Figure 4 : Extrait Les nouveaux outils pour les maths, CM2, Magnard, 2017, p 146

Enseigner les maths au Cycle 3 — Poitiers — Juin 2017



81 Atelier 12 : M. Abboud, I. Bois, C. Kerboul

Dans le manuel Mission Indigo 6° (Hachette, 2017, p 144), les auteurs ne cherchent pas a définir ce
que sont les coordonnées d’un point (puisque ce n’est plus au programme). Il est cependant utile
parfois de commencer le script au centre de la scéne et c’est a cette occasion que la commande
« aller a x:0 et y:0 » est introduite. A noter que pour les éléves, ceci n’a pas de sens mathématique,
d’autant plus que le repére n’est pas visible sur la scéne.

Boite d outils

Pour faire avancer le hutin ¢ dé fuutie '
@ avancer e Iutin ISR |+ Pour déplacer le lutin R )

de 10 «pass: u centre de la scéne ; !

\

Pour faire tourner le

lutin sur lui-méme de vl ‘
l I ; [P LTS J stylo en postion d ecritere

"2 o L4 {

e . QORI | s it

le sens indiqué

Figure 5 : Extrait Mission Indigo 6°, Hachette, 2017 (p 144)
Nous presentons ci-apres quelques observations de classe relativement a cette entreée.

En début de séance de CM2, lorsque I’enseignant procéde a un rappel des séances précédentes, il
demande aux éléves de rappeler quelle est la différence entre les commandes « tourner » et
« s’orienter », ce qui I’amene a revenir sur la notion de coordonnées. Apres ce rappel et lorsqu’il
passe aider individuellement les ¢€léves, nous remarquons que I’enseignant a besoin des
coordonnées, en particulier pour réinitialiser son programme, et qu’il couple alors le bloc « aller a »
au bloc « s’orienter a 90 ». Pour un des éléves observés, nous remarquons que, malgré 1’aide de
I’enseignant pour orienter le chat, il ne semble pas avoir conscience de ce qu’il fait ; pour lui, les
blocs « tourner » et « s’orienter » restent confus.

Le script proposé ci-dessous laisse supposer que la commande « aller a... » est souvent utilisee dans
son sens commun, ¢’est-a-dire pour faire aller le lutin d’un point & un autre point, lesquels étant
repérés par des coordonnées visibles a 1’écran. Ce script est produit par un éléve de CM2 apres 7
minutes de recherche de la question 1. Auparavant, il écrit a I’issue d’une seconde tentative le bloc
de réinitialisation. Il le teste en demandant au lutin « avancer 100 ». L’éléve cherche alors a faire
faire un quart de tour au chat. Il utilise en premiere intention la commande « aller a ... ».
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Figure. 6 : Script d’Iliés, tentative de réponse a la question 1

Nous avons également observé une autre utilisation contrainte des coordonnées (toujours avec la
commande « aller a... ») pour replacer, dans le champ de la scéne, le lutin qui sort de I’écran.
Certains éleves peuvent donc recourir aux coordonnées par néecessité relative a la manipulation, sans
pour autant convoquer les connaissances mathématiques sous-jacentes. Cette observation permet
par ailleurs de pointer une des difficultés techniques d’utilisation du logiciel Scratch liées au
comportement du lutin aux bords de la scéne visible a I’écran et liées également a son interprétation
par I’¢leve.

Nous pouvons conclure ici que I’utilisation de Scratch améne les eleves de cycle 3 a mobiliser des
connaissances qui relévent du programme de cycle 4 et non de leur cycle d’enseignement. Ils s’en
sortent (presque) toujours en recourant a des stratégies d’essais-erreurs ou en demandant de 1’aide a
I’enseignant jusqu’a comprendre les fonctionnalités de certaines commandes. Cette compréhension
semble rester a un niveau empirique, mais y a-t-il un « sens mathématique » qui vient s’y adjoindre,
ou déclenche—t-elle la recherche d’un tel sens ?

Construction de figures geométriques : oui mais !

Les programmes et les documents d’accompagnement soulignent que le logiciel Scratch permet de
tracer des figures géométriques et certains manuels proposent des activités allant dans ce sens.
Toutefois nos observations nous aménent a poser trois grandes questions relatives a ce type
d’activités :

Les éleves construisent-ils des figures géométriques ou bien s’agit-il pour eux de « dessiner » des
chemins, si possible fermés ?

En effet, nous observons souvent les éléves répéter : « avancer de X », « tourner de 90 » jusqu’a ce
que le dessin se ferme, mais sans vraisemblablement tenir compte du fait qu’avancer correspond a
« construire un segment » ou bien que tourner de 90 correspond & « préciser la mesure d’un angle ».
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Nous donnons ici ’exemple d’un ¢éléve de CM2 qui écrit un script correct pour dessiner la figure de
la question 1 et appelle I’enseignant pour la validation. L’enseignant lui pose la question si c’est
« toujours un carré » et I’éléve répond « non ». S’ensuit un dialogue ou 1’enseignant essaye de faire
dire a I’éleve les propriétés des carrés, qui sont bien vérifiées par le script, pour qu’il se rende
compte qu’il a vraiment construit un carré. Ce sont donc uniquement les questions de 1’enseignant
qui guident vers la mobilisation de connaissances géométriques : formuler 1’égalité des angles et
reconnaitre 1’égalité des angles.

Assiste-t-on a une régression dans la progression de [’apprentissage de la géométrie ?

Rappelons que les recherches didactiques ont montré un cheminement dans I’apprentissage qui part
de la géométrie perceptive, évoluant vers la géométrie de I’argumentation basée sur 1’utilisation des
propriétés et vers enfin la géométrie déductive. En particulier, Houdement et Kuzniak (2006)
montrent la progression (du cycle 1 au cycle 4) de I’apprentissage de la géométrie (GI) qui a pour
source de validation la réalité, le sensible et qui est basée sur ’expérience, vers la géométrie (GII)
axiomatique naturelle ou la source de validation se fonde sur les lois hypothético-déductives dans
un systéeme axiomatique aussi précis que possible. Les exemples que nous avons observes ne
montrent-ils pas un risque de perturbation de cette progression ? Assiste-t-on a un mouvement,
inverse, de la GII vers la GI qui d’ailleurs n’est pas présent, rappelons-le, lors de 1’utilisation de
logiciels de géométrie dynamique ?

Quelle appréhension ont les éleves de la figure géométrique lorsqu’ils travaillent avec Scratch ?

Lors du travail sur des figures géomeétriques, les éleves peuvent
mobiliser différentes appréhensions de la figure (Duval, 1994). Lors
de la reproduction de figures avec Scratch, les éleves en ont
nécessairement une appréhension perceptive, cependant Ila
discrimination en sous-figures ne coincide pas nécessairement avec
les unités figurales prises en compte dans la construction de la figure modele. De méme, 1’ordre de
prise en compte des unités figurales qui entrent dans la construction d'une figure (appréhension
séquentielle) et qui dépend principalement des propriétés mathématiques a représenter et des
constructions techniques des instruments utilisés (logiciels de géométrie dynamique, régle et
compas...) n’est plus le méme.

Citons ici I’exemple de la question 3 de I’annexe 1 : plusieurs éleves ont vu ici un grand rectangle
qu’il faut d’abord dessiner puis partager par des traits verticaux. Cette stratégie est pertinente, voire
économique, dans un environnement papier-crayon. Cependant, la mettre en place dans cette
question les aurait obligés a modifier leurs scripts ou a le refaire pour réaliser une frise plus longue.

On voit ainsi des confusions multiples entre des procédures et des connaissances mobilisées en
papier crayon qui ne sont plus les mémes avec Scratch et qui viendraient parasiter le travail dans
I’un ou l’autre des deux environnements. Ceci est d’autant plus vrai lorsque le projet didactique 1ié
aux connaissances informatiques a mobiliser (la notion de boucle par exemple) n’est pas visible aux
éleves.

Connaissances et stratégies relevant de la programmation : approche assumée ou non !
Les boucles

Pour la tache proposée, le recours aux boucles peut étre motivé par le caractére répétitif des
instructions, notamment a partir de la question 3. Les éleves observés les ont-ils utilisées ?
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Dans la classe de 6°™ de Cindy, aucun éléve n’a eu, pour premiére intention, I'idée d’utiliser la
boucle « répéter ». Quant aux ¢éleves de CM2 de Gilles, ils 1'ont davantage utilisée,
vraisemblablement parce que 1’enseignant I’avait introduite collectivement au cours d’une seance
précédente.

En analysant les scripts, on remarque que plusieurs éléves ont réussi la construction de la frise sans
utiliser de boucle : les scripts sont trés longs, mais cela ne semble pas les perturber. Dans d’autres
scripts, on note que les boucles apparaissent la ou ’enseignant ne les attendait pas : par exemple,
dans son script (cf. annexe 2), Clément a utilisé une boucle itérative pour permettre au lutin de faire
un demi-tour, mais n’a pas eu I’idée d’en utiliser une pour construire son carré de départ.

Nous en concluons que I'utilisation de boucles ne semble pas « naturelle » pour les éléves, méme si
les contraintes de la tache sont choisies pour motiver cette utilisation. Un apprentissage plus
spécifique de cette notion importante dans le domaine de la programmation serait donc nécessaire.

Les stratégies par bricolage

On observe que les éléves bricolent dans le but de contourner leur(s) difficulté(s) du moment. Ils
mettent en ceuvre des stratégies personnelles pour pouvoir avancer dans la tiche. Reprenons ici par
exemple le moment au cours duquel il s’avere nécessaire de réorienter le lutin. En étudiant les
scripts d’Ilies et de Clément (annexe 2), on s’apercoit que ces deux €léves, n’ayant probablement
pas compris la commande « s’orienter a », ne 1’utilisent pas. Mais cela ne les empéche pas de
progresser dans la tache. En effet, tous deux bricolent différemment en s’appuyant sur ce qu’ils
voient a I’écran : Ili¢s utilise deux fois de suite la commande « tourner de 90 degrés » tandis que
Clément T'utilise une seule fois dans une boucle de deux répétitions.

Par ailleurs, nous avons également montré comment certains éléves parviennent a faire abstraction
des notions mathématiques de coordonnées et de repéres, par exemple en utilisant la commande «
aller a » qui permet au lutin de se déplacer en ligne droite d’un point & un autre aprés avoir repéré
qu’ils étaient associés a des valeurs (sans savoir qu’il s’agit de coordonnées).

Nos observations de classe nous aménent donc a penser que les éléves sont capables de s’approprier
ce qu’ils voient a I’écran ou trouvent dans les menus, sans pour autant comprendre les contenus
mathématiques sous-jacents. D’ailleurs ce type de stratégies est fréquent lors de I’appropriation
d’un artefact technique et les stratégies par essais-erreurs font partie du paysage de la
programmation. Mais comment allier ce bricolage a visée de « réussite technique » de la tache (un
programme qui tourne) et le nécessaire recours a un raisonnement fondé sur des connaissances
lorsqu’on travaille en classe de géométrie ?

Discussion

Un regard global sur les premiers résultats de notre recherche nous permet d’avancer que
I’utilisation d’un logiciel de programmation (ici Scratch) pour faire de la géométrie ne parait pas
compatible avec une intégration « naturelle » dans I’activité géométrique des éléves du cycle 3.

Cette utilisation peut parfois constituer un obstacle a la mobilisation de connaissances
géométriques, pourtant supposées acquises, en centrant 1’activité sur les connaissances techniques
liées a ’environnement. Elle peut aussi venir parasiter les stratégies usuelles d’analyse géométrique
de la figure dans le but de la reproduire en introduisant des contraintes obligeant I’¢léve a penser les
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figures comme des lignes continues et non en les déconstruisant en des segments/droites liés par des
proprietés géométriques.

Toutefois, une initiation préalable au logiciel dans des séances dédiées (sans avoir 1’objectif de
« faire des mathématiques »), pourrait décharger 1’éléve (et aussi ’enseignant) lors des séances
mathématiques de la gestion de problémes liés a des connaissances techniques et centrerait son
attention sur une reconnaissance d’un environnement géométrique dans lequel ses connaissances
anciennes peuvent étre mises a profit. Ceci ouvrirait la palette des taches géométriques en
introduisant une nouvelle nuance autour des régularités des figures et la construction a moindre cot
de frises (voire de pavages).

Cette initiation préalable a I’utilisation du logiciel en tant que tel recentrerait 1’objectif de cette
utilisation sur sa visée originelle, & savoir « I’initiation des éléves a la pensée informatique ».
Enseigner cette pensée tendra a développer des compétences adéquates : savoir décomposer un
probléme en sous-problémes plus simples ; savoir réfléchir aux taches a accomplir en termes
d’étapes et d’actions (Tchoukinine, 2017) et a adopter une approche orientée « informatique
créative » autorisant voire encourageant les stratégies par essais-erreurs et les demarches de projet.
Autrement dit, engager I’enseignant de cycle 3 dans un nouveau domaine d’enseignement comme
c’est le cas pour le cycle 4, clarifiera, a notre avis, I’enjeu pour ’enseignant et permettra d’éviter
des contradictions, parfois handicapantes, entre une approche mathématique « familiere » et une
approche informatique nouvelle qui n’a pas encore fait ses preuves pour ce niveau d’enseignement.

Cette dernicre réflexion pose d’emblée la question de la formation des enseignants. Nous reprenons
ici a notre compte des questions avancées par Tchounikine (2017) qui peuvent structurer une telle
formation : quels objectifs pédagogiques (des conceptions-approches orientées « algorithmique » et
« informatique créative ») peut-on considérer pour I'enseignement de l'informatique ? Que veut dire
« utiliser Scratch pour enseigner la pensée informatique » ? Que faut-il comprendre de Scratch en
tant qu'enseignant, et comment s'y prendre ? Comment définir et gérer des situations pédagogiques?
Quelles difficultés peut-on attendre et anticiper ?

C’est a construire de telles formations et a les expérimenter que nous consacrons la suite de notre
travail de recherche.
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http://www.cafepedagogique.net/lexpresso/Pages/2016/06/03062016Article636005337946309506.aspx
http://www.cafepedagogique.net/lexpresso/Pages/2016/06/03062016Article636005337946309506.aspx
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en programmation et en algorithmique. In A.C. Mathé & E. Mounier (Eds.), Actes du Séminaire
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Scratch - http://lig-membres.imag.fr/tchounikine/PenseelnformatiqueEcole.html. Consulté le 24
septembre 2017.

Annexe 1 : activité de Cindy
bes carrés et des rectangles avec Scratch

1. Le chat veut tracer un carré de longueur 100 pixels.

Créer un script qui permet de tracer un tel carré.
Appeler le professeur.
Enregistrer le script.

2. Le chat souhaiterait maintenant accoler un rectangle de largeur 50
pixels et de longueur 100 pixels au carré qu'il a dessiné
précédemment.

Compléter le script précédent.
Appeler le professeur.
Enregistrer le script.

3. Le chat aime beaucoup dessiner !

A partir du script précédent, aide le chat a dessiner la frise ci-dessus.
Appeler le professeur. Enregistrer le script.
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Annexe 2 : Question 3 — scripts d’Iliés et de Clément
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effacer tout

stylo en position d'écriture

s'orienter 3 @
P Y 100)
tourner ¥) de 1) degrés
tourner (X de 1) degrés

avancer de @

Script d’Ilies

quand hqué

stylo en position d'écriture
avancer de (I

tourner F) de D) degrés
avancer de (D

e

tournar ) de I degris
avancer de (D

tourner ) de €I degrés
avancer de (T

stylo en position d"écriture

avancer de {ED)
tourner ) de ) degrés
avancer de D
tourner F) de @) degrés

avancer de I
stylo en position d'écriture
répiter ) foi
tourner (W de degrés
=

avancer de EED)
tourner ¥) de P degrés
avancer de (I

avancer de €

v

Etape 1: Construction du carré
Etape 2:
Av 150
Etape 3:
Av 150
Etape 4:
Av 150

Script de Clément
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At 13, 24, 25, 35 : Enseigner les mathématiques par leur histoire au
cycle 3
Marc Moyon*, Renaud Chorlay? et Frédérique Plantevin?

'IREM de Limoges; marc.moyon@unilim.fr

IREM de Paris, IREM de Brest; renaud.chorlay@espe-paris.fr, frederique.plantevin@univ-brest. fr

Résumé : Dans cette contribution, nous décrivons un projet de recherche intitulé « Passerelles » et
mené dans le cadre de la commission inter-IREM « épistémologie et histoire des mathématiques ».
Ce projet impliquant neuf IREM du réseau national (Brest, Dijon, Grenoble, La Réunion, Limoges,
Lyon, Paris, Paris Nord, Poitiers), propose des expérimentations d’introduction d’une perspective
historique ou philosophique dans [’enseignement des mathématiques. Quatre des neuf IREM —
Limoges, Paris, Brest et Dijon — ont répondu a I'appel a contributions au colloque
« Mathématiques au cycle 3 » et animé quatre ateliers distincts. Pour les présents actes, le choix a
été fait de regrouper trois de ces travaux de maniere a pouvoir a la fois exposer le cadre genéral de
la recherche, et ensuite I'illustrer par des exemples présentés a Poitiers. La forme de présentation
retenue devrait permettre de comprendre et de s’approprier les réflexions et les enjeux inhérents a
ces experimentations.

Mots clefs : Histoire des mathématiques; géométrie plane; numération; calcul;
interdisciplinarité.

Introduction : objectifs, modalités du projet de recherche “Passerelles”

Neuf groupes IREM, répartis sur I’ensemble du territoire francais (Brest, Dijon, Grenoble, La
Réunion, Limoges, Lyon, Paris, Paris Nord, Poitiers) et réunis au sein de la commission inter-IREM
« épistémologie et histoire des mathématiques »", travaillent sur I’introduction, au cycle 3, d’une
perspective historique ou philosophique dans 1’enseignement des mathématiques. Chaque groupe
développe, dans son propre IREM, une ou des séquences d’enseignement qui sont expérimentées
dans des classes de CM1, CM2 et/ou 6° autour d’un document historique (texte officiel, décret de
loi, source mathématique ou philosophique) ou d’un artefact matériel (machine, abaque ou
instrument de mesure). Le projet « Passerelles : les mathématiques par leur histoire au cycle 3 » est
original® au sens ou il s’adresse a la fois aux professeurs des écoles dont la polyvalence est
envisagée comme une richesse, et aux professeurs de colléges et lycées, a la fois spécialistes de leur
discipline et enclins aux projets interdisciplinaires. En mathématiques, les trois grands domaines du
programme de cycle 3 sont abordés : « nombres et calculs », « grandeurs et mesure » et « espace et
géomeétrie ». Les périodes historiques traitées s’étendent de 1’ Antiquité a I’époque contemporaine.
De nombreuses compétences sont explicitement travaillées. Outre les six compétences majeures des

! http://www.univ-irem.fr/spip.php?rubrique15

2 A notre connaissance, uniquement deux ouvrages francophones ont proposé, par le passé, des séances d’enseignement
des mathématiques en intégrant une perspective historique pour 1’école élémentaire : (Cerquetti-Aberkane et Rodriguez
1997) et (Cerquetti-Aberkane et al. 2002). Signalons encore les ouvrages plus récents (Jasmin, Brenni 2004) et (Djebbar
et al. 2009), issus des travaux de « La main a la pate », mais qui s’intéressent davantage a I’histoire des sciences
expérimentales que mathématiques, exception faite de (Moyon 2009) pour I’étude des frises et pavages en CM2/6°.
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mathématiques (chercher, modéliser, représenter, calculer, raisonner, communiquer), on peut encore
citer : se reperer dans le temps ; comprendre un document, notamment historique.

Comme les instructions officielles le précisent,

La mise en perspective historique de certaines connaissances (numération de position,
apparition des nombres décimaux, du systeme métrique, etc.) contribue a enrichir la culture
scientifique des éleves. (Bulletin Officiel Spécial 11 du 26/11/15, Cycle 3, Mathématiques,
p. 198)

Cependant, pour nous, 1’apport ne peut étre envisagé que dans ses dimensions culturelles. En effet,
a D'instar des ouvrages collectifs (Barbin 2010, Barbin 2012) auxquels un grand nombre d’entre
nous a participé, nous poursuivons I'étude des modalités de l'introduction d'une perspective
historigue — via des sources historiques primaires et/ou une mise en contexte — au regard
des effets potentiels en termes de motivation des éléves, de dévolution des problémes et
d'appropriation des connaissances. En outre, dans le projet « Passerelles », nous allons encore plus
loin dans les analyses didactiques des expérimentations (a priori et a posteriori). Nous souhaitons
ainsi que tous les enseignants du cycle 3 et en particulier ceux du primaire, pour qui les
mathématiques ne représentent qu’une des matieres a enseigner, puissent s’approprier nos
expérimentations pour les mettre en place a leur tour. Nous avons aussi voulu donner suffisamment
de matériel pour que nos travaux puissent étre utiles en formation initiale d’enseignants dans les
ESPE et en formation continue (stages ou animations pedagogiques de circonscription).

A la suite de ’ensemble des expérimentations et des analyses, notre groupe est donc en train de
finaliser un recueil collectif dans lequel tous les chapitres sont construits selon le méme modeéle.
Nous présentons, de maniére synthétique, les points du programme et les compétences spécialement
travaillées. Ainsi, le lecteur peut choisir de lire plus spécifiquement un chapitre plutét qu’un autre
en fonction de ses objectifs d’enseignement ou de formation. Dans une premiere partie, chaque
chapitre décrit les éléments historiques et culturels nécessaires a la prise en charge de la (ou des)
séquence(s) proposée(s). De cette maniere, le lecteur a en téte ’essentiel du contexte historique des
documents ou artefacts travaillés. C’est aussi cette partie qui lui permet d’introduire la (les)
séquence(s) en classe ou en formation. Dans une deuxiéme partie, nous détaillons la (les)
séquence(s) proprement dite(s). En guise d’analyse a priori, les enjeux pédagogiques et didactiques
sont explicités pour comprendre I'intérét de celle(s)-ci. Nous décrivons ensuite les modalités
précises de la (des) séquence(s) telle(s) que nous I’(les) avons mise(s) en ceuvre. Parce que nous
désirons montrer nos expérimentations au plus prés du terrain, tous les chapitres sont largement
illustrés de travaux d’éléves (voire de vidéos accessibles via internet) afin de guider notre analyse a
posteriori. Enfin, dans une troisieme et derniere partie, des prolongements possibles sont proposés
en prenant en compte diverses orientations: la liaison école-college, [I’interdisciplinarité,
I’utilisation du numérique...

Nous avons choisi de donner a voir trois des dites expérimentations qui ont été présentées au
colloque de Poitiers. Cela nous permet de montrer I’esprit dans lequel le projet « Passerelles » s’est
développé dans trois domaines d’enseignement : la géométrie avec la reproduction de figures de
Léonard de Vinci, les grandeurs avec la duplication du carré chez Platon et enfin la numération et le
calcul avec leur mécanisation a I’aide de I’étude d’instruments congus au XVII® siécle.
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Faire de la géométrie avec Léonard de Vinci

Cette partie rend compte du travail du groupe “Liaison CM2-6° par I’histoire des mathématiques”
de 'IREM de Limoges® composé de Chantal Fourest, Jérome Dufour, Véronique Lefranc, Marc
Moyon, Valérie Rosier-David et David Somdecoste.

Objectifs d’enseignement

Notre travail intégre 1’enseignement de la géométrie plane, envisagé a partir de problémes de
reproduction de figures.

La reproduction de figures diverses, simples et composées est une source importante de
problémes de géométrie dont on peut faire varier la difficulté en fonction des figures a
reproduire et des instruments disponibles. Les concepts généraux de géométrie (droites,
points, segments, angles droits) sont présentés a partir de tels problémes. (Bulletin Officiel
Spécial 11 du 26/11/15, Cycle 2, Mathématiques, p. 83)

En outre, notre approche s’appuie sur les recherches didactiques de Marie-Jeanne Perrin et de son
équipe®. En particulier, dans leur travail sur la continuité de 1’enseignement de la géométrie de 6 a
15 ans, il est écrit que :

Faire de la géométrie demande de porter un regard specifique sur les figures (...) :

- il faut étre capable de passer d’une vision de figures juxtaposées a des figures superposées
(et réciproquement), en ajoutant, effacant des lignes,...

- 1l faut étre capable de voir des objets de plusieurs dimensions dans les figures : des
surfaces, des lignes, des points et des relations entre eux (...). (Perrin et al. 2013, 17)

Comprendre qu’un point est I’intersection de deux lignes (non nécessairement droites) est un enjeu
du cycle 3. Il faut donc mettre en place des situations-problemes riches qui ameénent
progressivement les éleves a chercher des lignes qui, a leur tour, permettent de construire des
points. Par exemple, les ¢léves doivent voir un sommet d’un quadrilatére comme I’intersection de
deux cotés et pas seulement comme un coin de la figure (le polygone étant alors envisagé
uniquement comme une surface). En effet, si un éléve reste dans une géométrie des formes, il sera
incapable de créer de nouvelles lignes pour obtenir des points (extrémités ou intersections de lignes)
ou pour établir, par exemple, des relations d’alignement.

La figure a reproduire est alors envisagee comme un support de recherche des relations
géométriques qu’on peut construire. Elle permet d’expérimenter ce qu’on peut tracer et ce qui
manque. L’observation de cette figure est une phase indispensable d’analyse, c’est-a-dire de
recherche de conditions nécessaires, du probleme.

Les eleves sont donc amenés a créer des points par intersection de deux lignes, points qui a leur tour
définissent des lignes. Deux points caractérisent un segment mais aussi un cercle (le centre et un
point du cercle). Deux points peuvent aussi déterminer une demi-droite ou une droite.

Pour travailler la reproduction de figures, nous avons choisi de décrypter certaines figures du codex
atlanticus — compilation de plusieurs carnets de croquis — de Léonard de Vinci, célébre artiste de la

¥ Nous tenons a remercier particuliérement Sylvie Marceau, IEN de Brive Centre, d’avoir rendu possible notre travail au
sein de sa circonscription, notamment en facilitant le remplacement des professeurs des écoles.

* Citons, entre autres, (Duval et al. 2005), (Keskessa et al. 2007), (Offre et al. 2006) et (Perrin et al. 2013). Il sera
encore utile de lire la contribution de Marie-Jeanne Perrin « Géométrie au cycle 3 : de la reproduction de figures avec
des gabarits aux constructions a la regle et au compas » dans les présents actes du colloque de Poitiers.
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Renaissance que les éleves de cycle 3 connaissent relativement bien. Avant de détailler
pédagogiquement notre travail, donnons quelques éléments historiques sur Léonard et son codex.

Léonard de Vinci et le codex atlanticus

Léonardo nait a Vinci, petite ville de Toscane en Italie. C’est un autodidacte qui se forme a partir
des livres de sa bibliothéque personnelle, ou au contact d’érudits contemporains. Apprenti d’Andrea
de Verrochio, a Florence, il est officiellement membre de la guilde des peintres de Florence vers 20
ans. C’est aussi a Florence qu’il invente ses premiéres machines. Une dizaine d’années plus tard, en
1482, il se présente comme artiste et ingénieur a Milan ou le Duc de la ville, Ludovico Sforza, va le
protéger au sein de sa cour. A Milan, en plus de ses travaux en peinture, il étudie la musique ou
encore la transformation du mouvement afin de mettre au point des machines et autres automates
pour animer les fétes du prince. En 1490, il est entierement reconnu a Milan comme artiste
éclectique. C’est aussi a ce moment-1a qu’il commence a s’intéresser aux mathématiques. En effet,
c’est a Milan, en 1496, qu’il rencontre Fra Luca Pacioli (vers 1445-1514), important mathématicien
a qui I’on doit au moins deux ouvrages abordant les principaux domaines des mathématiques de son
époque. En 1499, la ville de Milan est occupée par les frangais et Léonard quitte la ville avec son
ami. Il parcourt la Toscane et la Romagne en tant qu’ingénieur militaire pour Cesare Borgia, son
nouveau mecéne. Quelques années apres, vers 1506, il arrive a la cour francaise de
Milan, gouvernée par Charles d’Amboise qui admire son travail. Toute liberté lui est offerte pour
ses propres travaux : c’est a cette époque qu’il précise, entre autres, son projet « Mona Lisa » qu’il
n’achévera que bien des années plus tard. Lorsqu’en 1511, les Frangais sont chassés de Milan,
Léonard quitte a nouveau la ville pour se réfugier dans d’autres villes. Entre autres, a partir de 1513,
il est accueilli @ Rome par le pape Léon X qui lui offre sa protection. En 1515, les troupes
francaises, menées par Francois ler, capturent a nouveau Milan. Et dés 1516, Léonard vient
s’installer a Amboise (en France) sur invitation du jeune roi. Méme affaibli par une paralysie du
bras droit, il continue son travail de création. Il meurt a Cloux en 1519.

Léonard est un homme de tous les arts et de toutes les sciences. Il peint, il sculpte, il invente des
machines. Toutes ses ceuvres, réalisées ou pas, reposent sur une observation attentive, minutieuse de
I’homme, de la faune, de la flore et des propriétés de la nature en général. L’artiste laisse de
nombreuses notes et dessins qui sont rassemblés dans plusieurs ensembles qu’on appelle codex (ou
codices au pluriel).

Le codex atlanticus est un de ces ensembles. Il s’agit d’'une compilation réalisée a titre posthume :
plus de mille feuillets en 12 volumes. Il est aujourd’hui conservé a la grande bibliotheque
Ambrosienne de Milan. On lui attribua le hom de codex atlanticus a cause de son grand format
(64,5 x 43,5 cm) rappelant celui des atlas. 1l couvre une tres longue période de la vie de Leéonard
(de 1478 et 1519). Il illustre ainsi tout son génie : machines volantes, engins de guerre, instruments
de musique, astronomie, géographie, botanigque, architecture, anatomie, notes autobiographiques et
considérations philosophiques. C’est a I’intérieur de ce codex que notre groupe a trouve
I’inspiration pour mettre en place des activités autour de la reproduction de figures planes. Nous
avons exploité plusieurs figures correspondant a plusieurs feuillets®>. Nous montrons ici le seul
feuillet 1040 (recto), intitulé « quadrature du cercle ». En effet, Léonard était préoccupé par cette

® Nous développons ailleurs ’utilisation d’autres figures pour le cycle 3. Voir notamment, Marc Moyon, « La géométrie
des carnets de Léonard de Vinci », (a paraitre).
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question antique de la construction, a la régle et au compas, d’un carré d’aire égale a celle d’un
disque donné.

. ”

Al

LS
- -

Figure 1 : codex atlanticus, fol. 1040 (recto)®.
Mise en ceuvre de la séquence

Nous avons mis en place une séquence de deux séances en CM1/CM2 et en 6°. Pour plus de détails
sur la différence des mises en place et des consignes entre les CM1/CM2 et les 6°, on peut utilement
consulter le classeur canoprof préparé par David Somdecoste et Chantal Fourest’. Nous donnons ici
les grandes lignes des séances et les ¢léments d’analyse. Les deux séances ont permis de mettre en
place plusieurs phases distinctes de I’observation, la réalisation, la confrontation a la rédaction d’un
programme de construction.

Le temps d’observation est envisagé collectivement en CM1/CM2. Il a pour objectif de repérer, a
partir de la projection de la figure 2 (tableau numérique ou simple tableau a craies/feutres), toutes
les figures élémentaires qui constituent la figure complexe. Le débat oral collectif permet d’établir
le tableau 1 qui servira aussi de synthese a 1’activité.

Figure Définition ou Propriété Outils
Cercle - Centre Compas
- Rayon
Carré - Longueur de cotés Régle + équerre
- Angles droits
Triangle équilatéral 3 cbtés de méme longueur Régle + Compas
Triangle isocele 2 cbtés de méme longueur Régle + Compas

Tableau 1

® Image disponible pour un usage pédagogique sur http://www.gettyimages.fr/detail/photo/squaring-of-curved-surfaces-
from-atlantic-codex-by-L éonardo-da-photo/120856796

" https://david-
somdecoste.canoprof.fr/eleve/lrem%20Poitiers%20juin%202017/Séquence%20n°1%20Léonard%202017/index.xhtml
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Il est aussi possible de distribuer a chaque éléve la figure de Léonard. Cependant, si les éleves ont
cette figure a leur disposition, ils sont amenés a mettre en place des stratégies ou la mesure domine,
et non plus les positions relatives des droites et les alignements de points. Etant donné notre
objectif, nous pensons qu’il est préférable d’imposer une régle non graduée. Les reports de
longueurs (pour les cbtés du triangle) se font alors au compas : ¢’est la une utilisation experte du
compas qui est explicitement visée au cycle 3%,

' » FaS

Figure 2 : Utilisation de la mesure (regle graduée).

En 6° la phase d’observation se fait individuellement, au sein du groupe de travail, avec une figure
originale par éléve. Il s’agit d’une observation « avec intention », ¢’est-a-dire qu’elle doit permettre
de faire ressortir les figures élémentaires mais aussi les relations entre elles, avec les propriétés
d’alignement et de la recherche des points d’intersection.

L’observation est essentielle tout au long du cycle 3 car c’est elle qui donne a 1’éléve tous les
¢léments pour reproduire une figure et qui lui permet, peu a peu, d’évoluer d’une géométrie des
figures a la geométrie du point (Perrin et al. 2013).

Une fois le probleme clairement défini, les éleves sont amenés a réaliser les constructions
nécessaires sur papier blanc (feuille A4). Les éléves comprennent vite que I’ordre des étapes de
construction des différentes figures ¢élémentaires a des conséquences. En effet, si I’on débute par le
cercle — attitude majoritaire car le cercle est la figure englobante —, il faut alors tracer un carré
inscrit dans ce cercle. Les 6° en sont capables en passant par deux diamétres perpendiculaires ; ils
correspondent alors aux deux diagonales du carré. Pour les éleves de CM1/CM2, c’est difficile
(voire impossible) car peu d’entre eux connaissent la propriété des diagonales d’un carré®. Aprés
quelques essais ou le carré n’est jamais carré (cf. figure 4 : le cercle n’est clairement pas circonscrit
au carré (tracé avec peu de précision), mais 1’éléve a tracé quatre arcs de cercles dont chacun a deux
sommets du carré pour extrémités), les éléeves comprennent qu’il est préférable de débuter par le
carré, et tracer ensuite son cercle circonscrit.

8 « Le report de longueurs sur une droite déja tracée avec le compas peut étre abordé au CE2 mais il reléve surtout du
cycle 3. » (Bulletin Officiel Spécial 11 du 26/11/15, Cycle 2, Mathématiques, p. 86)

® Pour éviter cette difficulté, on peut aussi choisir, pour certains éléves, de mettre en place une activité de « restauration
de figures » en donnant, sur feuille blanche, le carré ou deux c6tés de celui-ci. Il s’agit alors de compléter la figure
(Perrin et al. 2013, 26 et suivantes).
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Tor

Figure 3 : Tracé difficile d’un carré inscrit dans un cercle.

Les éléves qui sont en difficulté pour tracer un carré sur papier blanc se voient proposer un papier
quadrillé (petits carreaux). Les instruments autorisés sont la régle, 1’équerre et le compas.

Figure 5 : Exemples de figures ou les relations — alignements, milieux et centre — sont
indiquées.

Pour réussir a rédiger un programme de construction de cette figure complexe, nous sommes passés
par une narration de construction. Les éléves doivent alors rédiger un texte décrivant les différentes
étapes de leur construction. Voici trois exemples de narration des éleves de 6° :

Tout d’abord, j’ai tracé un carré de 4cm. Ensuite, tracé un triangle isocele et un triangle
équilatéral, qui eux sont tracés dans le carré. Puis, tracé un cercle qui a pour centre le
sommet du triangle équilatéral.

Tracer un carré de 5 cm de c6té. Tracer les diagonales du carré. Puis tracer le cercle
passant par les sommets du carré. Tracer un triangle équilatéral dont la base est le coté du
carré. Ensuite, faites la méme chose mais cette fois pour un triangle isocele.

Tout d’abord, j’ai tracé un carré. Ensuite, j’ai tracé les deux diagonales du carré pour
trouver son centre. Ce centre sera le sommet du triangle rectangle qui aura les deux autres
sommets du carré pour sommets. Et tracer un autre triangle mais équilatéral pour sommets
les deux mémes que ce que [’on avait utilisé pour le triangle rectangle. Enfin, tracer un
cercle de rayon le milieu du carré et le sommet du carré.
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Cette ¢tape a été réalisée a I’oral, en collectif, en CM2. A tous les niveaux, les éléves ont bien
respecté la chronologie avec 'utilisation de connecteurs de temps. Ils ont en général utilisé le bon
vocabulaire. On note néanmoins la confusion entre « milieu» et «centre » ou encore entre
« milieu » et « moitié ». Aussi, beaucoup d’éléves se sont trouvés génés pour rédiger leur texte sans
avoir particularisé deux sommets du carré. Nommer certains points de la figure est alors fort utile,
sinon indispensable.

Figure 6 : Figure finale avec le nom de certains points utiles a la rédaction du programme de
construction.

Voici, enfin, le programme de construction établi collégialement avec les CM2 et testé dans
d’autres classes (CM1, CM2 et 6°). Les figures obtenues sont enfin comparées avec la figure
originale de Léonard de Vinci pour validation.

Tracer un carré ABCD. Tracer les diagonales du carré. Elles se coupent en O. Tracer le
cercle de centre O et passant par les points A, B, C et D. Tracer le triangle DOC. Tracer le
triangle équilatéral de base DC, a l’intérieur du carreé.

En conclusion, la seule figure du feuillet 1040 (recto) du Codex atlanticus de Léonard de Vinci
présente divers intéréts pour I’enseignement de la géométrie tout au long du cycle 3, ou en liaison
CM2/6°. D’une part, elle ancre les savoirs mathématiques dans la pratique d’un célébre polymathe
et favorise D’interdisciplinarité. En outre, elle permet une approche de I’enseignement de la
géométrie par la résolution de problemes avec des élements de différenciation faciles a mettre en
place dans les classes. Pourquoi s’en priver ?

Doubler le carré avec Platon

Cette partie rend compte du travail du groupe de 'IREM de Paris, composé de Renaud Chorlay,
Alexis Gautreau et Dominique Heguiaphal.

Objectifs d’enseignement

Nous proposons dans cette partie une sequence de trois séances, congue et expérimentée en CM2 et
en 6° a partir d’un des problémes les plus célébres de I’histoire des mathématiques. Dans le
dialogue intitulé Ménon, Platon (env. 427 — 348 avant notre ére) écrit un échange entre trois
personnages, le philosophe Socrate, un noble athénien nommé Ménon, et un esclave au service de
Ménon. Socrate part d’un carré (A) et demande a I’esclave de tracer un carré d’aire double.
L’esclave trouve la question facile, et propose de doubler le coté du carré (état (B)). Socrate lui
montre que cette solution est fausse : la figure (B) est bien un carré, mais son aire est quadruple de
celle du carré (A), comme le montre la figure (C). Socrate relie alors quatre points de la figure (C),
et affirme que le carré qui apparait est — lui — double en aire du carré initial. Il le justifie en
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dénombrant dans les deux figures (A) et (D) les triangles rectangles isocéles que sont les demi-
carrés : deux dans le carré (A), quatre dans le carré (penché) au centre de (D).

Figure 7 : Les figures successives du dialogue platonicien.

On voit que le probléme porte sur des notions et des themes de travail fondamentaux au cycle 3 :
utilisation d’un vocabulaire précis pour décrire des figures géométriques assez complexes ;
caractérisation des quadrilateres usuels (en particulier, pour vérifier que le quadrilatére « penché »
est bien un carré) ; comparaison d’aires, soit sans mesures — par découpage et recollement — soit en
mesurant, tantot avec des unités conventionnelles (ici le pied) tant6t avec des unités choisies en
fonction de la situation (ici le demi-carré (A)). En outre, I’erreur de I’esclave permet de travailler
sur deux obstacles épistémologiques : difficulté a distinguer dans une méme figure plane deux
grandeurs différentes (la longueur du contour, I’aire de la surface) ; non proportionnalité des
longueurs et des aires dans les situations d’agrandissement/réduction.

Notre parti-pris dans la construction de séquence a été de faire travailler les éleves non seulement
sur le probleme du Ménon — doubler (en aire) un carré donné — mais sur le texte du Ménon (Platon
1967). Notre motivation était double.

Premierement, cela nous semblait favoriser ’entrée dans le travail d’argumentation en géométrie,
dans un contexte ou 1’on ne vise pas de « démonstration » au sens que ce terme prendra au cycle 4 :
d’une part le texte est un texte de nature argumentative ; il présente des échanges d’arguments —
entre Socrate et I’esclave — a propos de figures et de grandeurs. D’autre part, le travail confi¢ aux
¢léves va consister non seulement a chercher la réponse au probleme posé, mais aussi a s’approprier
et évaluer les arguments échangés dans le texte.

La séquence que nous proposons n’est pas congue comme une situation visant la découverte ou la
premiére rencontre avec les notions en jeu, du moins pour ce qui est de la caractérisation
instrumentée du carré, et de la comparaison d’aires avec ou sans mesures. Au contraire, la situation
met régulicrement 1’¢léve en situation d’expert devant s’appuyer sur la connaissance de ces notions
non seulement pour chercher a résoudre un probleme géométrique, mais aussi pour reformuler —
voire critiquer — des formulations parfois éloignées des notres, ainsi que pour évaluer la qualité
d’arguments proposés dans le texte.

Le lecteur pourra étre surpris de ne pas voir dans notre séquence de travail numérique sur le coté du
carré cherché. Cette approche a déja fait ’objet de publications (Kosyvas & Baralis 2010).

Choisir de faire travailler les éleves sur le texte du Ménon c’est choisir de se confronter, en tant
qu’enseignant, a cette difficulté du texte. Il ne s’agit pas 1a d’un caprice de notre part. Nous Y
sommes incités aussi bien par les programmes de Frangais que par les travaux de didactique du
Francais ; par ceux, en particulier, portant sur la compréhension de texte.
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Nous avons cherché a concevoir la séquence en nous appuyant sur I’analyse des enjeux cognitifs et
didactiques de la compréhension de texte tels qu’ils sont décrits par 1’équipe des rédacteurs des
manuels Lector & Lectrix (Cébe & Goigoux 2009). lIs rappellent que « comprendre un texte »
englobe plusieurs familles de savoir-faire : décodage du code écrit (le sens usuel de « savoir lire »),
mise en ceuvre de compétences linguistiques et textuelles (syntaxe, lexique, ponctuation,
connecteurs etc.), de compétences référentielles (ici le texte porte — en grande partie — sur des objets
mathématiques), enfin, de compétences stratégiques (régulation, controle et évaluation, par 1’éléve,
de son activité de lecture). Cebe et Goigoux soulignent :

S’il veut comprendre un texte, le lecteur doit mobiliser simultanément toutes ces
compétences pour opérer deux grands types de traitement : des traitements locaux — qui lui
permettent d’accéder a la signification des groupes de mots et des phrases — et des
traitements plus globaux qui [’ameénent a construire une représentation mentale cohérente
de [’ensemble. (...) Ce dernier processus, appelé intégration sémantique, est cyclique :
chaque ensemble d’informations nouvelles amene le lecteur a réorganiser la représentation
qu’il construit pas a pas (...) Cela suppose qu’il soit suffisamment flexible pour accepter
que ses premiéres représentations soient provisoires donc révisables. (Cébe & Goigoux
2009, 7)

La combinaison des difficultés relevant des mathématiques et de la compréhension de texte peut
effrayer. Il nous appartient de prouver que nous avons été ambitieux mais pas téméraires. La
séquence a été congue par des enseignants expérimentés : Dominique Héguiaphal (CM2), Alexis
Gautreau (6°), Renaud Chorlay (formateur ESPE). Elle a été mise en ceuvre en CM2 et en 6° dans
des classes « ordinaires » du 13° arrondissement de Paris, au printemps 2017. Elle prend trois
séances. Nous donnerons dans la suite quelques éléments sur le déroulement effectif dans les deux
classes, en nous appuyant sur les traces écrites de recherche des éeleves et les transcriptions des
enregistrements audio des séances.

Mise en ceuvre de la séquence

Il nous a semblé que le texte (Platon 1976, 344-352) pouvait assez naturellement étre partagé en
trois parties, chacune donnant lieu a une séance de travail d’environ une heure.

1" séance : présentation du contexte. Découverte du texte. Travail sur les unités de longueur et
d’aire.
2° séance : découverte du probléme de duplication. Comparaison des réponses des éléves et de celle

de I’esclave. Invalidation de la réponse par doublement du coté.

3° séance : découverte de la réponse de Socrate. Validation ou invalidation par les éléves de cette
réponse. Bilan sur la construction générale du texte et son sens philosophique.

Il ne saurait étre ici question de présenter le déroulé des trois séances. Nous préférons illustrer deux
moments particuliers, faisant ainsi deux « gros plans ».

Gros plan n°® 1.

Dans le texte de Platon, Socrate parle d’un carré de « deux pieds de c6té », et fait observer a
I’esclave que I’« espace » du carré est de «quatre pieds ». Nous demandons aux éléves (en
binbmes) :
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La phrase « L’espace est donc deux fois deux pieds » (20) est trés importante. Prenez quelques
minutes pour réfléchir, et préparer par écrit vos réponses aux deux questions:

e Pouvez-vous expliquer de quoi parle Socrate ?
e Etes-vous d’accord avec lui ?

Vous pouvez faire des phrases, ou bien des figures a main levée ; vous pouvez colorier ; tout est
autorisé.

Le déroulement dans les classes montre que les ¢léves identifient bien le fait que 1’on parle de I’aire
du carré. Nous reproduisons des extraits de trois copies de CM2 (Figure 8). La copie n° 1 est
représentative de la réponse majoritaire ; beaucoup d’éléves, plus laconiques, valident par « oui, car
2x2=4». La copie n°2 montre méme un cas de représentation permettant d’accommoder
I’ambiguité du texte : les pieds dessinés désignent a la fois les longueurs (par leur c6té le plus long)
et — vraisemblablement — les pieds d’aire (par la partie de la surface sur laquelle ils sont dessinés).
La copie n°3 montre un cas, rare, ou I’éléve rappelle le role du carré pour désigner 1’unité d’aire. On
voit que le bilan collectif est nécessaire pour montrer le caractére problématique de 1’usage par
Socrate d’un méme terme pour désigner l'unité de longueur et 1'unité¢ d’aire associ€e.
L’introduction du terme « pied carré » pour 'unité d’aire ne choque pas les éleves ; elle peut étre
proposée par certains. On peut aussi choisir de distinguer les « pieds de long » et les « pieds
d’aire ».

2 -
Copie n°1 “~ e d Copie n°2

D A e n?
’ : e, J
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Maa $ )
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Copie n°3
Figure 8 : Une aire de « quatre pieds » : qu'en pensent les éleves ?
Gros plan n° 2.

En début de séance n° 3, nous demandons aux éléves de rappeler quel est le probleme posé a
I’esclave. Aprés avoir présenté la solution de Socrate (mais pas sa justification), on convient avec la
classe qu’il y a deux points a contrdler :

e Le quadrilatére « penché » qui apparait au centre de la figure 1. (D) est-il bien un carré ?
e Sioui, ce carré est-il d’aire double de celle du carré initial ?

La premicre question n’a globalement pas posé probléme aux éléves. La deuxieme question était
plus ouverte, et I’analyse a priori avait permis de déterminer une grande variété de procédures
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correctes pouvant étre proposées et mises en ceuvre par des éléves de CM2 et 6°. Nous avons mis en
place un systéme de commande de « boites a outils » pour favoriser la variété des procédures.

Nous avons été surpris par deux points. Premiérement le peu de recours au cadre numérique : on
pouvait imaginer que les éléves mesurent a la regle le c6té du nouveau carré et appliquent — en
calcul posé ou a la calculatrice — la formule de I’aire du carré. Deuxiémement, par la variété et la
qualité des procédures ne passant pas par les longueurs. Nous donnons en figure 3 un échantillon
des copies. Dans les deux copies du haut les éleves pouvaient découper, s’engageant ainsi dans des
démarches non-numériques. Dans les deux du bas, aucun instrument n’était disponible ; on notera
les choix différents d’unité d’aire entre les deux copies.

Figure |
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Figure 9 : Plusieurs justifications de la solution de Socrate.

Le compte rendu complet de cette expérimentation indiquera des prolongements possibles dans
deux directions. D'une part, la version « maximaliste » testée en 2017, qui repose de maniere
essentielle sur la lecture de la source historique, contribue a la réflexion sur la compréhension de
textes complexes — y compris scientifiques — et sur la pertinence d'outils venant de la didactique du
Francais. L'aspect exploratoire de cette premiére expérimentation permet, d'autre part, d'indiquer les
contours d'une séquence plus resserrée, plus simple a mettre en ceuvre sans toutefois sacrifier les
objectifs fondamentaux relatifs aux notions mathématiques en jeu et a l'argumentation.
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Différents aspects de la mécanisation du calcul

Cette partie rend compte des travaux du groupe de recherche de 'IREM de Brest « Instruments
dans I’histoire et dans la classe ». Ont participé aux travaux de ce groupe entre février et juin 2017,
Veéronique Fustec, Yohan Lefébvre, Yann Le Thénaff du collége Saint-Pol-Roux a Brest, Murielle
Geslin de I’école du Champ-de-foire a Plougastel Daoulas, Marc Le Pors de la circonscription de
Brest Ville et Frédérique Plantevin.

Le travail présenté porte sur la numération et le calcul des opeérations, de l'addition, de la
soustraction, de la multiplication et de la division des entiers naturels, par le biais d'instruments
mécaniques qui les ont partiellement automatisées. Nous commencgons par présenter les machines
utilisées en les situant dans leur contexte historique. Les objectifs mathématiques que l'on peut
poursuivre au cycle 3 autour de ces machines sont ensuite exposés. Du fait de la nature
interdisciplinaire des objets étudiés et de la démarche suivie pour les utiliser, les activités peuvent
permettre d'atteindre également des objectifs en technologie et en histoire ; ce point est explicité. La
présentation de I'expérimentation et quelques élements d'analyse de deux étapes de la séquence
concluent notre expose.

Instruments de calcul utilisés, contexte et fonctionnement

La mécanisation des quatre opérations arithmétiques commence au tout début du XV11° siécle avec
les inventions indépendantes de W. Schickard et B. Pascal. Leurs machines réalisent toutes deux les
additions de nombres entiers avec un report automatique de la retenue. Elles reposent sur une
représentation nouvelle des nombres entiers, par des roues graduées convenablement engrenées. A
chaque ordre correspond une roue a dix dents'?, qui fait tourner celle de l'ordre suivant - placée & sa
gauche — apres un tour complet. La machine de Pascal, que l'on a appelée plus tard la Pascaline, a
été le point de départ de tres nombreuses tentatives pour améliorer le calcul automatique de
I'addition et de la soustraction d'une part et d'autre part, pour permettre celui de la multiplication
(Cargou et al 2012) et de la division**. Les deux machines avec lesquelles nous avons travaillé
représentent un aboutissement dans ces deux directions, presque trois siecles plus tard. Il s'agit
d'une additionneuse a roues appelée Lightning calculator (figure 10) construite dans le Michigan
(USA) autour de 1930 selon un brevet'? de 1926 et de plusieurs multiplicatrices de type Odhner
fabriquées entre 1900 et 1960 selon un brevet original déposé en Suéde en 1878, et en France™ en
1892.

Figure 10 : Additionneuse Lightning calculator. (Crédit photo F. Plantevin)

19 pour la machine de Pascal, il serait plus juste de parler de tiges.

1| 'invention de Schickard devance celle de Pascal d'une vingtaine d'année mais n'a certainement pas pu jouer le méme
réle que cette derniére dans les progrés techniques car le seul exemplaire qui en a été construit a disparu dans un
incendie et son existence a été oubliée jusqu'au XX° siécle.

12 Brevet US 1,574,249 déposé par R.W. Hook ; on peut l'obtenir par une recherche simple sur la toile & partir du
numéro de brevet (patent) ; un exemple de site dédié a cette machine est indiqué dans la sitographie ; le brevet était
fourni pendant l'atelier et est accessible sur I'espace dédié du site du collogue.

13 Brevet pour la France de quinze années n° 225.162 déposé par W.T.Odhner.
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L'additionneuse a roues Lightning calculator est une machine de bureau, compacte et assez
ergonomique, peu chére, qui a été fabriquée jusqu'en 1960. D'apparence simple, sa sophistication
tient a la compacité de ses mécanismes (que I'on peut observer dans le brevet), enfermés dans un
boitier d'un demi-centimetre d'épaisseur et a leur fiabilité. Les modéles ultérieurs permettront
également de réaliser les soustractions, ce qui n'est pas le cas de celle-ci. Pour réaliser une addition,
l'opérateur entre les chiffres de chaque opérande au moyen du stylet. Pour entrer 40, le stylet est
inséré dans la deuxiéme roue en partant de la droite, en face de la graduation 4 et amené contre la
butée - en face du O du cadran, en tournant dans le sens des aiguilles d'une montre tout en
maintenant le contact avec la roue. Le chiffre 4 apparait dans la fenétre correspondant a cette roue.
Tous les chiffres des deux opérandes sont entrés successivement, le résultat est lu dans les fenétres.

Figure 11 : Multiplicatrice Original Odhner. (Crédit photo F. Plantevin)

Les multiplicatrices de type Odhner (c'est-a-dire les machines originales et tous leurs clones
construits selon le méme principe a l'extinction du brevet) réalisent la multiplication par additions
répétées. La machine d'Odhner n'est ni la premiére machine a le faire, ni méme la premiére a étre
fabriquée industriellement, mais c'est celle qui a été la plus produite et la plus répandue et ce, jusque
dans les années 1970. Les multiplicatrices sont en fait des additionneuses mais rendues efficaces par
I'ajout de deux pieces : I'entraineur et le chariot. L'entraineur permet d'actionner toutes les roues en
méme temps et donc de mener I'addition de tous les chiffres des deux opérandes en méme temps ; le
chariot permet de multiplier par dix par un simple décalage de la partie d'inscription de la machine
par rapport a celle qui porte les résultats (appelée totalisateur). Ces deux améliorations essentielles
sont dues a G.W. Leibniz dés la fin du XVI1I° siecle (Leibniz 1710). L'entraineur de Leibniz utilise
un cylindre portant des cannelures inégales en longueur (figure 12). Ce cylindre coulisse sur son axe
en fonction du choix de I’inscripteur. La rotation d’une roue dentée, en liaison avec le totalisateur,
engrenée sur ce cylindre dépend donc directement de sa position sur celui-ci et donc du chiffre entré
sur I’inscripteur. Deux autres types d'entraineur seront inventés ensuite, dont celui de Odhner, dit a
nombre variable de dents. Dans ses machines, 1’inscripteur entraine une came qui fait ressortir un
nombre variable de dents sur une roue. La rotation de cette roue actionnée par I’opérateur
n’entrainera le mécanisme que pour le nombre de dents sélectionnées par la position de
Iinscripteur. On peut voir les dents des dix entraineurs Odhner — un par ordre — de I'écorchée de la
figure 12.
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Figure 12 : Schéma de fonctionnement de I'entraineur de Leibniz et photo de trois cylindres a
dents cannelées — Schéma explicatif d'un entraineur Odhner — Multiplicatrice Odhner
écorchée. (Images extraites des panneaux de I'exposition « Multipliez »).

Ainsi, pour réaliser une multiplication avec ces machines, il faut inscrire les chiffres du premier
nombre et tourner la manivelle un nombre de fois égal au chiffre des unités du multiplicateur, puis
décaler le chariot d'un cran vers la droite et tourner la manivelle un nombre de fois égal au chiffre
des dizaines du multiplicateur, et ainsi de suite jusqu'a épuisement des chiffres. Le résultat se lit
directement dans les fenétres du totalisateur.

Cette famille d’instruments permet d’aborder une grande variété de questions dans de nombreux
champs. Lors des ateliers de I'exposition « Multipliez »', nous avons pu constater l'intérét d'un tel
travail avec les éleves des classes d'école, de college et de lycée (Le Brusq & Plantevin 2012). Cela
nous a permis de dégager les premiéres idées d'exploitation en classe de mathématiques.

Objectifs mathématiques que I'on peut poursuivre au cycle 3 autour de ces machines

Les objectifs en mathématiques sont multiples. D une part, retravailler sur la numération grace a la
représentation des nombres que proposent les additionneuses. Pour ce faire, nous pensons utile
d'analyser le fonctionnement d'une de ces machines puis d'en construire un prototype afin de
permettre aux éleves de s'approprier réellement I'instrument. On peut ainsi faire le lien entre cette
représentation et les opérations d’addition puis de soustraction, qui sont donc effectuées par la
rotation des roues dans un sens ou dans ’autre, pour peu que 1’engrenage permette le transfert
automatique de la retenue entre deux ordres. Cette revisite du programme du cycle 2 permet d’une
part, de comprendre le principe de la mécanisation de I’addition (problématique technologique) qui
repose, comme on vient de le dire, sur des concepts mathématiques, et d’autre part, de travailler sur
la représentation et ’addition des grands nombres (en « ajoutant » le nombre de roues nécessaires)
et des nombres décimaux (en « ajoutant » un repére physique représentant la virgule a la droite de la
roue que 1’on désire étre celle des unités). On peut également travailler sur I’écriture en ligne des
calculs réalisés et par 1a, sur I’associativité et la commutativité de I’addition.

D’autre part, en s’appuyant sur la premiere activité, on peut ensuite travailler sur ’automatisation
de la multiplication et celle de la division euclidienne. La mise en ceuvre de la multiplication par
additions répétées par ces machines s’appuie sur 1’associativité de 1’addition et la distributivité de la
multiplication sur I’addition tout autant que sur I’écriture en base 10 des nombres puisque pour
calculer

65%x47 =65%x (4x10+7),

14 'exposition retrace I'histoire du calcul de la multiplication et en particulier celle de sa mécanisation.
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la machine réalise en fait
65><47=65><10><4+65><7=650><4+65><7|=650+---6,5q+65+---+6l5
4'fois 7 fois

Comprendre I’instrument, c’est étre capable d’écrire cela, ce qui en fait un outil intéressant pour le
chapitre « Nombres et calculs » du cycle 3.

La multiplication par 10 est réalisée par un décalage physique d’une partic de la machine et les
additions répétées successives sont réalisées par autant de tours de manivelles que la somme des
chiffres du multiplicateur. Une additionneuse « simple », comme la Pascaline, ferait

65 X 47 = 65 + -+ + 65
47 Tois

¢’est-a-dire quarante-sept manipulations identiques dont chacune consiste a entrer deux chiffres soit
quatre-vingt-quatorze gestes, pendant qu'avec la multiplicatrice, il suffit de onze tours de
manivelles, plus deux manipulations pour entrer les deux chiffres de 65, soit treize manipulations.
Ce petit calcul de complexité illustre clairement 1’évolution des machines a calcul entre
additionneuse et multiplicatrice, et permet de rencontrer, dans un cas simple mais pertinent, la
notion de complexite, si importante pour caractériser les algorithmes de calculs sur ordinateur.

En ce qui concerne la division, suivons le méme raisonnement que pour la multiplication et écrivons
en ligne le calcul réalisé par la machine lorsque 1’on exécute des soustractions répétées de 15 a 47
par exemple. On obtient,

47 —15—-15—-15 = 2, c’est-a-dire 47 — 3 X 15 = 2 ouencore 47 = 3 X 15 + 2.

2 est le résultat de I’opération, 3 est le nombre affiché par le compte-tours, la machine sonne
lorsque le manipulateur cherche a soustraire 15 a un nombre plus petit : elle permet donc de
matérialiser quotient et reste de la division euclidienne et automatise I’arrét de la division ¢’est-a-
dire contrdle la positivité du reste. Le travail s’enrichit lorsque le dividende est nettement plus grand
que le diviseur par I'utilisation du décalage du chariot et débouche trés naturellement sur la division
décimale par un entier avec un nombre de décimales prescrit au départ.

Objectifs interdisciplinaires en technologie, en histoire

Comprendre comment l'automatisation du calcul se réalise puis la mettre en ceuvre, peut étre abordé
aussi bien en mathématiques qu’en technologie et peut étre profitable aux deux maticres. Pour cela,
il faut que les mathématiques utilisées soient explicitées avec le vocabulaire adéquat et la précision
requise, et que dans chaque classe, ce qui, dans I’activité menée en commun ou dans la classe de
I’autre mais qui reléve de sa discipline soit revu et réinvesti. Regardons de plus pres les objectifs
possibles pour la technologie puis pour I'histoire.

L'analyse et la description d'objets techniques et la conception de «tout ou partie d'un objet
technique pour traduire une solution technologique répondant a un besoin », sont au cceur du théme
« Matériaux et objets techniques » de I'enseignement de Sciences et techniques du cycle 3. Elles
sont toutes deux traitées par l'activité proposée. L'étude comparée de différents clones de
multiplicatrices Odhner, peut permettre d'introduire la notion d'évolution technologique. Elle peut
aussi donner l'occasion de présenter aux éléves les brevets des machines utilisées.
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L'industrialisation des modes de production est une composante importante de I'histoire de ces
machines. C'est X. Thomas de Colmar qui a, le premier, amélioré la machine de Leibniz en matiére
de fonctionnalité et de fiabilité mais aussi pour qu'elle puisse étre fabriquée selon des procédés
industriels. Ce travail de mise au point lui a pris trente et une années, entre son premier brevet
(1820) et le début de la production industrielle de son arithmométre (1851). Etudier son parcours et
son travail sur ses machines est une illustration pertinente de la Révolution industrielle, qui est au
programme d'histoire du CM2. On peut aussi s'intéresser a I'évolution des méthodes de production
de certaines des usines de fabrication des clones de machines Odhner au cours du XX° siécle (par
exemple Brunsviga, pour laquelle, il est relativement facile de se procurer des ressources variées).
Le programme d'histoire en 6e ne peut pas étre relié directement a I'activité proposée mais la mise
en place de reperes historiques chez les éleves est un des objectifs du cycle 3. La séquence peut y
contribuer.

Le choix de cette activité, qui méle mathématiques et technologie, en plus de celui de travailler sur
des ressources historiques susceptibles d’impliquer également ’histoire n’est pas seulement le reflet
d’une curiosit¢ des membres de ce projet. Nous pensons qu’il est fructueux de développer les
aspects concrets des mathématiques pour aider les éleves a mieux les comprendre. Nous avons
constaté que certains éléves montrent une sorte d’intuition ou d’intelligence pratique en manipulant
et en créant eux-mémes des objets techniques. 1l nous semble que ce talent est un ressort possible
pour l'apprentissage des mathématiques reliées et qu'il devrait étre encourage par des activités bien
choisies.

L'activité que nous proposons est clairement au croisement de trois disciplines : elle requiert les
apports de chaque discipline et construit des connaissances chez les éléves dans chaque discipline,
de facon cohérente avec les programmes du cycle. Au collége, et aussi a I’école, si le professeur a
choisi de segmenter son enseignement par discipline, la séquence telle qu’elle est congue devrait se
dérouler sur les créneaux de mathématiques et de technologie ; le cas de I’histoire peut étre traité
difféeremment pour les raisons déja mentionnées.

Introduction a I'expérimentation et exemples de mise en ceuvre de la séquence

L’expérimentation a été menée dans trois classes de 6° avec de petites variations Ci-dessous, nous
présentons les grandes lignes de la séquence et quelques éléments sur deux points plus précis en
nous appuyant sur les productions des éleves collectées au cours des expérimentations (films ou
enregistrements des discussions des phases de recherche, photographie et film des prototypes
réalisés). Ce qui est présenté ici correspond €galement a ce qui a pu étre fait pendant I’atelier, qui ne
représente qu’une toute petite partie de ce qui a été fait en classe. Les annexes, qui sont les
documents distribués lors de ’atelier, correspondent a une partie des énoncés des séances faites en
classe. Elles sont accessibles sur l'espace dédié sur le site du colloque.

La séquence se déroule en deux grandes étapes ; l'une porte sur l'additionneuse et l'autre sur les
multiplicatrices. Le déroulé de ces deux étapes est le suivant :

- comprendre comment 1’addition des nombres est « automatisée » en étudiant l'additionneuse
présentée plus haut (cf. Annexe 1, énoncé de cette séance), en conjecturant son fonctionnement
interne puis en construisant une additionneuse a roues qui puisse additionner des nombres a trois
chiffres (et dont le résultat ne dépasse pas trois chiffres) avec un report automatique de la
retenue entre chaque ordre. L'idée de ce prototype s'inspire de la machine a calculer proposée
dans l'ancienne revue Bibliothéque de Travail (Pellissier 1965). Cette partie se déroule en
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mathématiques et en technologie avec si possible des moments de co-animation. En
mathématiques, la découverte de I’additionneuse et le début de la construction du prototype
représentent trois heures de travail. La fin de la construction en technologie peut étre menée en
deux heures selon la finition et la fonctionnalité que I’on souhaite obtenir.

- découvrir les multiplicatrices, leurs fonctionnalités en réalisant des additions, puis des additions
répétées, identifier ou Il'on peut lire les opérandes ; préciser en quoi elles different des
additionneuses a roues d’un point de vue mathématique/algorithmique (opérations réalisées) et
technologique (maniere de les réaliser) : mettre en évidence le principe de I’entraineur et le role
du chariot (le relier au décalage de la multiplication par un nombre a plus d’un chiffre dans le
calcul posé) ; les utiliser pour réaliser des calculs de multiplication de nombres assez grands ;
procéder de la méme facon pour les soustractions et la division euclidienne. Cette partie
s’appuie sur I’énoncé proposé en Annexe 2 (« Travail avec une multiplicatrice »). Il était
complété par des questions en direct et un travail sur les brevets (extraits en Annexe 3 et
Annexe 4 ) et des catalogues d'exposition comme celui de I'exposition déja citée (Cargou et al.
2012).

Pour illustrer la mise en ceuvre en classe et ce qu'elle peut produire, deux points de la premiere
étape de la séquence sont détaillés ci -dessous.

Découverte de I’additionneuse Lightning calculator

Le but de cette séance est d’identifier et de nommer les différentes parties de I’instrument, de
débattre et conjecturer un fonctionnement possible aprés que quelques calculs auront été menés
avec cet instrument devant la classe. Un document (Annexe 1) a été mis au point pour guider
I’analyse de I’instrument et recueillir les hypothéses quant a son fonctionnement. Il a été utilisé de
deux maniéres différentes dans les classes, dans 1’une distribué dés le début de cette séance, dans
I’autre aprés un moment assez long de débat en classe entiere. Dans les deux cas, il n’a pas
totalement rempli le rdle attendu ; probablement est-il simplement trop long.

Ci-dessous, nous vous présentons quelques extraits des échanges entre professeurs et éléves pendant
cette séance de découverte, menée en débat libre pour commencer, avant d'utiliser le document
comme synthese. De nombreux calculs ont éeté faits par le professeur, puis par les éléves (cf. figure
13) ; pour poursuivre le débat, le professeur pose la question : « On a fait des additions, méme des
soustractions, alors, qu’est-ce qu’il y a la-dessous a votre avis ? »

5] %

Figure 13 : Calculs.
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Tous affirment sans hésiter qu’il y a des engrenages™, mais aller plus loin n’est pas évident ; de
plus, comme le travail d’identification des différentes parties de 1’instrument n’a pas été fait a ce
moment-1a, les éléves manquent de vocabulaire, ce qui les empéche, pensons-nous, d’imaginer
comment ce qu’ils voient pourrait fonctionner. Mais pas tous, voici un échange :

Eléve 1 : Moi, je pense que ¢a [il montre la roue des unités], c’est un engrenage mais c’est juste
qu’il y a des trous pour pouvoir les tourner et les dents de ’engrenage font tourner les autres
engrenages.

Nombreuses discussions sur les engrenages, les roues, puis le professeur dit : « Et les chiffres dans
I’histoire ? »

Eléve 2 : Les chiffres sont sur une sorte d’engrenage qui doit tourner en fonction de I’engrenage
qu’on tourne la [il montre la roue d’inscription du chiffre des dizaines correspondant a la fenétre du
chiffre des dizaines du résultat] pour que ¢a donne le chiffre qu’on veut.

Le professeur dit : « Tu peux expliquer ? Je n’ai pas bien compris. »

Eléve 2 : En fait, je pense que les chiffres sont écrits sur une petite roue qui est raccordée a celle
qu’on est censé tourner pour qu’on ait le chiffre qu’on veut apres.

Eléve 3 : Ah oui, par exemple quand on fait tourner celle-1a de 1 [il montre une fenétre du résultat],
¢a fait tourner pile d’un cran. [il montre la roue d’inscription de méme ordre]

A T’issue de cette discussion, et bien que 1’¢léve 3 ait interverti I’ordre logique des choses, presque
toutes les parties essentielles de la machine ont été identifiées : la roue qui tourne sous chaque
cadran possede des dents (il n’a pas été dit qu’il y en avait 10), elle entraine une petite roue qui
affiche le résultat correspondant au nombre de crans dont on a tourné la roue, la roue qui tourne
sous le cadran est aussi connectée a la roue sous le cadran de gauche de fagon a I’entrainer au bout
de dix « crans » (il n’a pas été dit explicitement a ce moment-1a qu’ainsi la retenue était reportée
automatiquement). Il reste a installer un vocabulaire précis qui permette d’expliciter completement
ce que I’on a compris. Cette phase de synthése n'est pas décrite ici.

Construction d’un prototype d’additionneuse

Lors de la séance suivante, il est proposé aux eléeves de fabriquer leur propre additionneuse a roues
avec du matériel mis a leur disposition, par groupe de trois ou quatre. Le matériel fourni est
constitué d’un ensemble de trois roues a dix dents, trois roues a une dent de méme diamétre
extérieur, trois disques de diameétre égal au diamétre intérieur des roues a dents, toutes les neuf
réalisées dans un carton type plume, de méme épaisseur (pas trop tendre pour résister, pas trop dur
pour pouvoir étre coupé), trois clous, une planche, des punaises, des gommettes, un cache
rectangulaire, des graduations préparées mais non remplies. Dans un premier temps, il est demandé
de réaliser une additionneuse a deux roues fonctionnelle puis a trois et enfin de s’occuper de la
finition avec la graduation et le cache. Voici quelques productions des éléeves commentées :

Les photographies des figures 14 a 16 illustrent la variété des solutions élaborées par les éléves, qui
répondent toutes au moins au début de la consigne pour I’addition des nombres a deux puis a trois
chiffres. On remarque la place des chiffres sur les roues ou sur le cadre fixe — ce qui induit deux
fonctionnements différents —, ’empilement des roues sur deux ou trois niveaux pour coordonner

15 e cours de technologie sur les engrenages a été fait la semaine précédente.
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trois roues. On note le sens opposé des graduations de deux roues successives, la présence des
punaises qui tiennent ensemble les roues empilées. Regardons d’un peu plus prés.

Figure 14 : prototype 1 dans le calcul de 7+5 et la lecture du résultat.

Les photographies de la figure 14 montrent la réalisation du calcul 7+5=12 par un €léve concepteur.
On voit le repere 0 de chaque roue sur la planche (indiqué par une petite fleche), la place de la roue
a une dent chargée d’assurer la transmission de la retenue entre 9 et 0 et on devine que le sens de
rotation de la premiére roue est le sens trigonométrique. La graduation est sur les roues, 1’éléve
compte les angles élémentaires de rotation en méme temps qu’il tourne avec son crayon.

La figure 15 montre le prototype dans la phase suivante de réalisation sur trois ordres. On observe
que I’¢leve a choisi de graduer sa roue des unités en utilisant une roue a dix dents (ce n’est pas un
cadran cependant, car la roue de graduation est solidaire de la roue a une dent), il a donc besoin de
trois niveaux de roues pour que son prototype fonctionne. On remarque enfin que le sens de rotation
de chaque roue est indiqué sur le support, ce qui permet d’entrer correctement les opérandes. On
constate que la roue a une dent des unités a glissé de sa position correcte (comparer avec la figure
14).

Figure 15 : prototype 1 avec trois roues.

Les prototypes de la figure 16 proposent des graduations sur le support (c’est-a-dire le cadre). Le
prototype 2 présente une sorte de graduation mixte, en particulier pour la roue des centaines (0 et
1) : le O devrait également étre indiqué sur le support.

Figure 16 : prototypes 2 et 3.
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Dans la logique de conception de ces deux prototypes ainsi que les suivants (figure 17), I’origine de
la graduation est donnée par le sens de rotation choisi pour la premiere roue et la « position 0 » de
cette roue (2 une dent des unités), qui doit s’engrener avec la roue des dizaines a chaque tour
complet. Ici, la roue des unités tourne donc dans le sens trigopnométrique pour ces deux prototypes
et la « position 0 » de la dent des unités est donc juste aprés (avec I’orientation indiquée) I’endroit
ou elle s’engréne avec les dents de la roue suivante. Rien n’oblige cependant a choisir comme
graduation 0 d’une roue, la « position 0 » de la dent unique (comme il est fait sur le prototype 4)
mais il est essentiel de repérer sur la roue cette fameuse position pour graduer correctement. Pour
mener le calcul 7+5=12 avec une telle graduation, le manipulateur plante un pointeur (ici un clou ou
une pointe de compas) en face de la graduation O et fait tourner la roue en gardant le pointeur dans
la roue jusqu'a ce qu'il soit en face de 7 puis plante le pointeur en face de la graduation O et fait
tourner la roue en maintenant le pointeur dans la roue jusqu'a ce qu'il soit en face de la graduation 5.
On lit le résultat sur la graduation qui fait face au repere (sur la roue) de la position 0.

Figure 17 : prototypes 4 et 5 dans la derniére étape de fabrication — Pose du cadre gradué.

La derniére partie de I’activité consiste a réaliser un cache gradué pour utiliser le prototype comme
une Véritable additionneuse. La figure 15 montre deux étapes de cette construction ; on observe les
ratures sur la graduation de la troisiéme roue du prototype 5 qui avait été graduée dans le méme
sens que la roue précédente alors qu’elle tourne (et donc compte) dans le sens opposé.

Comme on le devine grace a 1’étude de ces prototypes, cette activité présente plusieurs points assez
subtils qui obligent a un va et vient entre expérimentation, connaissance de l’opération et
compréhension profonde de la numération décimale de position ; elle permet a chaque éleve de
chercher une solution a la fois personnelle (voir la diversité des prototypes) et universelle (car elle
doit répondre a un cahier des charges précis) ; enfin, elle amene les éléves a débattre et a examiner
les idées de chacun au sein de leur groupe puis a expliquer aux professeurs la solution retenue.

Pour les séances en classe, comme pour I’atelier du colloque d’ailleurs, nous avons bénéfici¢ du
prét d’instruments que I’on pouvait manipuler®. Il est évidemment préférable d’avoir la possibilité
d’utiliser ces machines, de faire des calculs avec, pour pouvoir s’en approprier le fonctionnement.
Mais en avoir a sa disposition peut étre difficile (bien qu’elles soient assez répandues encore de nos
jours), aussi avons-nous réfléchi a ’utilisation de vidéos dédiées pour accompagner la séquence
entiére. Elles sont en cours de test.

16 Que les collectionneurs propriétaires de ces instruments en soient encore remerciés !
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Conclusion

Nous avons saisi I’opportunité du colloque « Mathématiques en Cycle 3 » pour présenter (voire
expérimenter avec les collegues enseignants, formateurs, conseillers pédagogiques et inspecteurs)
différentes activités créées dans le cadre du projet « Passerelles : les mathématiques par leur histoire
au cycle 3 ». Ainsi, nous avons proposé de nouveaux supports d’enseignement des mathématiques
pour le cycle de consolidation en intégrant une perspective historique et/ou philosophique. Centrées
sur la discipline mathématique, ces diverses activités sont aussi envisagées avec de nombreux
croisements interdisciplinaires (avec le francais, I’histoire et la géographie ou la technologie) en
s'intéressant aux principaux obstacles et difficultés des éléves a partir de certaines de leurs
productions et des travaux didactiques.

Références
Barbin, E. (2010). De grands défis mathématiques d’Euclide a Condorcet. Paris : Vuibert.

Barbin, E. (2012). Les mathématiques éclairées par I’histoire: des arpenteurs aux ingénieurs.
Paris : Vuibert ADAPT-SNES.

Cargou C., Cargou M.-P., Plantevin F. (2012). Multipliez! Instruments de calcul de la
multiplication. 200 ans de génie, 200 ans d'industrialisation, (Préface de D. Tournes). Brest : Ed.
IREM de Brest.

Cebe, S., Goigoux, R. (2009). Lector & Lectrix. Apprendre a comprendre les textes narratifs. CM1-
CM2-6°-Segpa. Paris : Retz.

Cerquetti-Aberkane, F., Rodriguez, A. (2002). Faire des mathématiques: avec des images et des
manuscrits historiques du cours moyen au college. Champigny-sur-Marne : CRDP de I’académie de
Creéteil.

Cerquetti-Aberkane, F., Rodriguez, A., Johan, P. (1997). Les maths ont une histoire: activités pour
le cycle 3. Paris : Hachette éducation.

Djebbar, A., de Hosson, C., Jasmin, D. (2009). Les découvertes en pays d’Islam. Paris : Edition Le
Pommier.

Duval R., Godin M., Perrin-Glorian M.J. (2005). Reproduction de figures a I’école ¢lémentaire. In
Castela C., Houdement C. (Eds) Actes du séminaire national de didactique des mathématiques,
pp. 5-89, Paris : ARDM, IREM Paris 7.

Jasmin, D., Brenni, P. (2004). L’Europe des découvertes. Paris : Edition Le Pommier.

Keskessa B., Perrin-Glorian M.J., Delplace J. R. (2007). Géométrie plane et figures au cycle 3. Une
démarche pour élaborer des situations visant a favoriser une mobilité du regard sur des figures de
géométrie. Grand N, 79, 33-60.

Kosyvas, G., Baralis, G. (2010). Les stratégies des ¢éleéves d’aujourd’hui sur le probleme de la
duplication du carré. Reperes IREM, 78, 13-36.

Le Brusq C., Plantevin F. (2012). Exploitation pedagogique d'une exposition d'instruments de
calcul. In Actes du XXXIX® colloque COPIRELEM Quimper. Brest : Ed. IREM de Brest

Leibniz, G.W. (1710). Brevis descriptio Machinz. In Miscellanea Berolinensia, 1710, pp. 317-319.
Traduction en francais par C.C. Adam. Disponible sur www.bibnum.fr

Moyon, M. (2009). Quand les zelliges entrent dans la classe... Etude de la symétrie. In Djebbar, A.,
de Hosson, C., Jasmin, D. Les découvertes en pays d’Islam, pp. 111-126. Paris : Edition Le
Pommier. Disponible sur http://www.fondation-lamap.org/fr/decouvertes-islam

Enseigner les maths au Cycle 3 — Poitiers — Juin 2017


http://www.bibnum.fr/
http://www.fondation-lamap.org/fr/decouvertes-islam

Ateliers 13-24-25-35 : M. Moyon, R. Chorlay, F. Plantevin 110

Offre, B., Perrin-Glorian, M.J. et Verbaere, O. (2006). Usage des instruments et des propriétés
géométriques en fin de CM2. Petit x, 72, 6-39.

Pellissier, M. (1965). Construis une machine a calculer (addition et soustraction), Supplément au
n°612 de Bibliothéque de Travail, 189.

Perrin-Glorian, M.-J., Mathé, A.-C. et Leclercq R. (2013). Comment peut-on penser la continuité de
I’enseignement de la géométrie de 6 a 15 ans ? Le jeu sur les supports et les instruments.
Repéres-IREM, 90, 5-41.

Platon (1967). Protagoras ; Euthydéme ; Gorgias ; Ménexéne ; Ménon ; Cratyle (trad. et notes E.
Chambry). Paris : Garnier-Flammarion. Disponible en ligne sur http://gallica.bnf.fr

Vitrac, B. (2004). Les géomeétres de la Grece antique. Pour la Science : Les génies de la science 21.

The lightning adding machine, https://www.jaapsch.net/mechcalc/lightning.htm#patents, consulté
en novembre 2017 — site en langue anglaise.

Enseigner les maths au Cycle 3 — Poitiers — Juin 2017


http://gallica.bnf.fr/

111 Ateliers 13-24-25-35 : M. Moyon, R. Chorlay, F. Plantevin

Enseigner les maths au Cycle 3 — Poitiers — Juin 2017



112

At 14 : Geométrie au cycle 3 : de la reproduction de figures avec des
gabarits aux constructions a la regle et au compas

Marie-Jeanne Perrin-Glorian*

!Laboratoire de Didactique André Revuz ; marie-jeanne.perrin@univ-paris-diderot. fr

Résumé : L objectif de [’atelier est d’aborder la question de la progressivité des apprentissages
géométriques du CM1 (et méme avant) a la Sixieme (et plus). Il s’agit de se pencher sur les
continuités possibles entre une géométrie ou les propriétés des figures se construisent et se vérifient
avec des instruments, pratiquée en primaire, et la géométrie du college ou la validation des
propriétés se fait par la démonstration et pour cela de réfléchir aux conditions qui permettent aux
constructions instrumentées de contribuer a la conceptualisation des notions géométriques
abstraites. En partant des objectifs d’apprentissage au cycle 3, nous discutons, a partir de quelques
exemples, de moyens qui permettraient de les atteindre, notamment en agissant sur les variables
didactiques dans des situations de restauration de figure. La réflexion essentielle porte sur l'usage
des instruments pour lesquels nous dégageons un « usage géomeétrique ».

Mots clefs : géométrie ; usage des instruments de geométrie ; restauration de figures ; progressivité
des apprentissages ; lien primaire-collége.

Quelques présupposés et reperes théoriques

Nous commencerons par exprimer rapidement quelques présupposés et reperes théoriques qui sont a
la base de I’approche de la géométrie présentée ici, initiée par un groupe de recherche® de 'TUFM
Nord - Pas-de-Calais qui a fonctionné de 2000 a 2010 et continue sous d’autres formes.

Pourquoi enseigner la géométrie des figures dans la scolarité obligatoire ?

Nous retenons au moins trois raisons d’enseigner a tous 1’étude des figures géométriques. On peut
les retrouver, éventuellement exprimees autrement, dans le rapport Kahane (2002) :

- le développement du raisonnement mathématique sur des problémes qui ne sont pas facilement
algorithmisables,

- la capacité a utiliser un cadre théorique cohérent pour modéliser et résoudre des problémes
concrets qui se posent dans 1’espace sensible. C’est important dans la vie quotidienne et aussi pour
certaines professions, et donc certaines branches des lycées professionnels.

- un moyen de représentation pour d’autres champs de savoir, y compris a l’intérieur des
mathématiques. La pensée géométrique constitue en effet un puissant outil heuristique par le fait
que ’on peut transférer dans ces champs des intuitions issues de notre rapport a I’espace, ce qu’on
appelle parfois I’intuition géométrique. Ainsi 1’appui sur les grandeurs géométriques (longueur,
aire) et pas seulement sur leur mesure, est essentiel pour conceptualiser les nombres. Méme pour
traiter la géométrie par le calcul, I’appui sur les connaissances géométriques liées aux figures
permet de rendre les calculs plus efficaces.

! Ont participé a ce groupe : Jean-Robert Delplace, Raymond Duval, Claire Gaudeul, Marc Godin, Bachir Keskessa,
Régis Leclercq, Christine Mangiante, Anne-Cécile Mathé, Bernard Offre, Marie-Jeanne Perrin, Odile Verbaere.
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Une méme axiomatique pour fonder la géométrie sur toute la scolarité obligatoire

Un de nos postulats de départ est que la cohérence de I’enseignement de la géométrie élémentaire
(de I’école au collége) ne peut étre assurée sans une axiomatique sous-jacente dont devraient
disposer au moins les enseignants du college et du lycée. C’est nécessaire pour qu’ils se sentent
légitimes et assurés de la validité de ce qu’ils enseignent. Le modéle théorique de la géométrie, quel
qu’il soit, permet de rendre compte des problémes qui se posent dans I’espace sensible parce que,
quelle que soit la théorie, les axiomes n’ont pas été choisis n’importe comment. Cependant,
I’axiomatique sous-jacente n’est pas indifférente si I’on veut penser la cohérence et la continuité de
I’enseignement de la géométrie sur toute la scolarité obligatoire.

Evolution des significations

Les mémes mots désignent des choses différentes a mesure qu’avance la scolarité. Au CP (et méme
avant) on introduit un premier vocabulaire géométrique en appui sur la perception pour décrire des
formes géométriques et I’alignement d’objets. On introduit progressivement des instruments aux
cycles 2 et 3 pour outiller la perception relative a des caractéristiques précises des figures. Au cycle
4, on a des objets théoriques définis dans le langage mais les mots demeurent alors que les objets
désignés par ces mots changent : nom des figures usuelles, point, droite, segment, angle... Ce qui
était I’objet méme du travail et de la réflexion devient la représentation d’un objet abstrait sur lequel
doit porter la réflexion.

Connaissances geométriques et connaissances spatiales

En référence aux travaux de Berthelot et Salin des années 90 (Berthelot et Salin, 1992, 2003 ; Salin,
2008, 2014), nous faisons 1’hypothése que le développement de connaissances spatiales appuyées
sur la perception (déplacements dans I’espace, orientation, reconnaissance et description des objets
de I’espace) est indispensable pour le développement des éléves et aussi pour ’enseignement de la
géométrie mais aussi que les connaissances géométriques doivent étre distinguées des
connaissances spatiales et se construire a la fois en appui et contre les connaissances spatiales.

Deux finalités pour la géométrie

Brousseau (2000) reprend une distinction faite dés 1982, entre deux finalités de la géométrie
représentées par deux situations :

- celle du charpentier qui découpe au sol des grandes piéces de bois qu’il devra assembler a dix
metres du sol.

- la situation des médiatrices : si on trace un triangle et ses trois médiatrices a 1’équerre sans trop de
soin, on obtient un petit triangle qu’on dit associé au premier. La situation consiste a chercher un
triangle pour lequel le petit triangle associé¢ soit le plus grand possible et a montrer que c’est
impossible parce qu’avec les définitions et propriétés des médiatrices, le triangle est nécessairement
réduit a un seul point.

La premiere situation correspond a la géométrie comme modele de I’espace, ce que nous
appellerons ici la finalité pratique de la géométrie. La seconde représente la géométrie comme
théorie de I’espace, ce que nous appellerons la finalité théorique de la géométrie.
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Une réinterprétation des cadres theéoriques utilisés dans des travaux de recherche en France

Houdement et Kuzniak (2000), Houdement (2007) ont distingué trois paradigmes pour la géométrie.
Dans ce texte, nous ne considérerons que les deux premiers que nous réinterprétons en termes de
finalité :

G1 correspond a la finalité pratique : c’est résoudre des problémes posés dans 1’espace sensible. On
peut considérer que G1 comprend une théorie qui consiste en un corpus de savoirs acquis par
I’expérience, sur lesquels s’appuie le raisonnement mais dont les fondements ne sont pas
questionnés et dont la validation se fait dans 1’espace sensible a I’aide d’instruments.

G2 correspond a la finalité théorique : c’est une théorie de I’espace, un modele de G1, défini a partir
d’objets premiers, les points, les droites et les plans et de relations entre ces objets dont certaines
sont posees comme axiomes et les autres démontrées (géométrie d’Euclide). Remarquons qu’il y a
différents choix possibles pour les axiomes de G2, équivalents du point de vue mathématique mais
non de la cohérence de 1’enseignement.

Pour notre part, nous nous intéressons a une partie de G1 restreinte a 1’espace graphique (ensemble
des tracés a main levée ou avec des instruments sur un support plan, papier ou écran), que nous
appellerons Geomeétrie des tracés et noterons G1*. C’est une restriction de G1 avec pour seuls
instruments les instruments de trace et de reports de grandeurs (longueurs et angles) a 1’exclusion
des instruments de mesure. Dans la suite, nous restreignons I’espace sensible a I’espace des tracés
avec des instruments sur une feuille de papier méme si G1* pourrait aussi comprendre des tracés sur
un écran avec un logiciel.

De leur c6té, Berthelot et Salin (1992, 2000) identifient trois problématiques en géométrie. Nous les
rappelons en indiqguant comment, selon nous, chacune se situe par rapport aux modeles ou
paradigmes précédents :

Problématique pratique : Les rapports a I'espace sont controlés de maniére empirique et contingente
par les sens. Dans ce cas, nous considérons qu’il n’y a pas de théorie geométrique. La fin justifie les
moyens.

Problématique de modélisation ou spatio-géométrique : probléme posé dans l'espace sensible,
traduit dans un modéle géométrique ou se fait la résolution ; le résultat est retraduit dans l'espace
sensible ; la validation dans I'espace sensible. Le modéle géométrique peut étre G1, G1* ou G2.

Problématique géométrique : probleme, traitement et validation se situent dans le cadre de la
géométrie théorique, selon des regles établies. Les rapports a la figure sont régis par les définitions
et les régles de fonctionnement des objets theéoriques qu'elle représente. On est dans G2.

Nos questions et nos choix théoriques

Au cours de la scolarité obligatoire, il y a deux tournants majeurs a gérer dans le mode de définition
des figures : au cours du cycle 2 et au début du cycle 3, il faut passer de la seule perception au
contr6le des propriétés par des instruments. Au cycle 3 on passe progressivement du contréle des
propriétés par les instruments au contrble par les énoncés. Au cycle 4, seul le contréle par les
énoncés sera valide. Les travaux sur la transition école-college en géométrie ont mis en évidence
une rupture qui tient au mode de validation des énoncés : par les instruments dans un cas, par la
démonstration dans I’autre. Mais, pour la comprendre et chercher a la gérer, les recherches prennent
rarement en compte toute la scolarité obligatoire. Nous pensons au contraire que, pour penser une
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continuité entre I’école et le college, on ne peut pas se limiter a la seule transition école college ni
méme au nouveau cycle 3, et qu’il faut le faire en considérant tout ’enseignement obligatoire et
s’intéresser a la maniére dont on utilise les instruments pour construire des figures en primaire et au
début du college. La question plus précise a laquelle nous voudrions réfléchir dans I’atelier est la
suivante : La validation par les instruments de géométrie (regle, équerre, compas), valorisée en
primaire, peut-elle jouer un role positif dans ’accés a la validation par la démonstration ?

Pour ce faire, il nous faut examiner d’un peu plus prés 1’'usage des instruments de tracé dans les
constructions et la vérification des propriétés et voir si I’on peut dégager dans G1* des régles
d’usage des instruments qui aideraient les €leves a entrer dans une problématique géométrique.

Pour éclairer notre propos, prenons I’exemple de la construction d’un triangle rectangle connaissant
I’hypoténuse en position et un coté de 1’angle droit en grandeur (b). On peut se poser le probleme
dans le cadre théorique de la géomeétrie : conditions d’existence et unicité de la solution. On peut
aussi le poser dans le cadre graphique du moyen effectif de construction avec les instruments dont
on dispose. Dans ce deuxieme cas, le probléeme déepend des instruments disponibles et de leur usage
autorise.

Supposons qu’on dispose d’une régle (non graduée), d’une équerre (non 6’}
graduée mais sur laquelle on peut porter des reperes) et d’un compas. y N
On peut parfois observer une procédure pratique chez les éleves (Figure y.
1) : repérer la longueur b sur un coté de I’angle droit de 1’équerre,
placer I’équerre de fagon a maintenir le repere sur une extrémité de
I’hypoténuse donnée et ajuster la position du sommet et de I’autre coté
de I’angle droit en faisant tourner I’équerre jusqu’a ce que le deuxiéme

coté de I’angle droit passe par I'autre extrémité de 1’hypoténuse.

Figure 1

Cette procédure n’utilise que des connaissances spatiales. Ce n’est pas une procédure de G1*. Dans
G1*, il n’y a pas d’ajustement des instruments. L’équerre ne trace que des angles droits a un endroit
donné. Il faut avoir une droite sur laquelle poser un coté de I’angle droit. Avec cette condition, la
seule maniere d’utiliser I’équerre serait de construire ailleurs le triangle rectangle a partir du coté de
I’angle droit dont on connait la longueur puis de construire sur I’hypoténuse un triangle connaissant
les longueurs des trois cotés.

A partir d’un c6té de I’angle droit, on peut tracer avec 1’équerre le support
du deuxiéme c6té de ’angle droit mais on ne connait pas sa longueur. Pour <
trouver le sommet manquant, il faut utiliser la longueur de 1’hypoténuse. - 4_\
Une procédure pratique souvent observée consiste a prendre un repere sur @ \
la régle puis a la faire tourner de maniére a amener ce repére sur la droite T
support du coté cherché. \

La encore, il s’agit d’une procédure qui utilise des connaissances spatiales

et que nous ne retenons pas dans G1*. Figure 2

Dans G1*, on ne peut reporter une longueur que sur une droite déja tracée a partir d’un point déja
marqué sur cette droite. Pour faire tourner une longueur, il faut un compas. Pour construire un
triangle rectangle dont un co6té de I’angle droit est donné en position et I’hypoténuse donnée en
grandeur, il faut donc prendre I’intersection d’une droite (la perpendiculaire au segment en [’une de
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ses extrémités, construite a I’équerre) et d’un cercle dont on connait le centre et le rayon. Dans le
cas ou c’est I’hypoténuse qui est donnée en position, il faut prendre 1’intersection de deux cercles.
Pour cela, il faut savoir que le triangle rectangle est inscrit dans un cercle de diametre son
hypoténuse et avoir un moyen de prendre le milieu d’un segment. On peut déduire que le triangle
rectangle est inscrit dans un cercle si on sait que le triangle rectangle est un demi-rectangle et qu’un
rectangle est inscrit dans un cercle dont le centre est le point d’intersection des diagonales du
rectangle (figure souvent reproduite au cycle 3 et qui pourrait servir de référence).

Ainsi, la phase d’analyse et recherche de conditions nécessaires (sur quelles lignes se trouve le
sommet manquant) dépend des connaissances disponibles mais elle est de méme nature, que le
probléme soit théorique ou graphique (dans G1*). Les différences principales résident dans la
discussion & mener et dans la vérification que les conditions sont suffisantes. Dans le probléme
théorique, il faut exhiber et justifier les conditions auxquelles les deux lignes se coupent et non dans
le probleme graphique ou I’expérience graphique suffit a décider ou non de I’existence des points
d’intersection. La validation du fait que les conditions sont suffisantes se fait par la démonstration
dans un cas, par la vérification avec les instruments dans 1’autre. Par exemple, si I’on a obtenu le
sommet de I’angle droit du triangle sans utiliser I’équerre, par intersection de deux cercles, on
vérifiera avec 1’équerre que I’angle obtenu est bien droit alors qu’un théoréme sera utilisé si le
probleme reléve de la géométrie théorique. La question de la précision des instruments se pose dans
G1*. Ainsi, on ne peut pas décider de I’existence d’un triangle dont les longueurs des cotés données
par des segments sont telles que la plus grande est tres proche de la mise bout a bout des deux
autres. En revanche, si on a obtenu la troisieme longueur en mettant bout a bout les deux premiéres,
on sait qu’on ne peut pas faire un triangle avec ces trois longueurs.

Evolution des modes de reconnaissance et de production de figures simples ou
composeées au cycle 2 et au cycle 3

Un exemple : reproduction d’un polygone. Différentes visions des figures

Les moyens de reconnaissance et de production d’une figure simple (contour d’un gabarit) évoluent
radicalement du CP a la 6°™. Nous allons I’illustrer par ’exemple de la reproduction d’un polygone
dont on a un modéle sur un calque qui servira a la vérification.

En début de CP, on peut reproduire le polygone avec un gabarit dont on
fait le tour (Figure 3).

Si le gabarit a un coin coupé (Figure 4), il faut restaurer le sommet qui
manque en prolongeant avec une regle les cotés restants. Les enfants de

Figure 3
CP ou CEL1 résistent a ce prolongement, ils essaient de ne pas dépasser.
Il faut reporter une longueur si on ne veut pas dépasser (Figure 5).

S’il manque tout un coté, on est obligé de reporter deux longueurs
(Figure 6) ou bien une longueur et un angle. Figure 4

S’il manque deux cotés (Figure 7), il est nécessaire de reporter au moins
un angle ou de reconstruire un triangle sur une diagonale du polygone.

Un triangle peut se construire avec une équerre en reportant trois
longueurs (Figures 8 et 9).

Figure 5
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2 o4 L

Figure 6 Figure 8 Figure 9

Figure 7
Les premiers moyens de reproduction (Figures 3 a 5) reposent sur une vision du polygone comme
une surface avec un bord. La reproduction de la figure 6 reléve aussi de cette vision mais elle
demande de voir que le dernier c6té qui ferme le contour et qui n’est pas du tout amorcé par le
gabarit, peut €tre obtenu en joignant les extrémités des cOtés qu’on peut construire par un
prolongement et un report de longueur.

La reproduction des triangles est importante puisque, quand on sait reproduire un triangle, on sait
reproduire n’importe quel polygone en le décomposant en triangles, ce qui demande de voir le
polygone autrement que comme un simple contour de gabarit et de concevoir des lignes qui
n’étaient pas tracées et qui peuvent se définir (en tant que tracés) a partir d’éléments déja tracés.
Cela reléve de ce que nous appelons une vision lignes de la figure.

De méme, la reproduction du triangle a la regle et a ’équerre nécessite de considérer une ligne (la
hauteur) qui ne fait pas partie du bord de la figure. Cela reléve d’une vision lignes de la figure.

En revanche, pour comprendre et justifier la reproduction d’un triangle au compas a partir des
longueurs des cotés, il faut voir un point comme intersection de lignes (deux cercles) qui ne
déduisent pas des tracés existants et ne font pas partie du bord de la figure et voir le cercle comme
I’ensemble des points a une distance donnée du centre. Cela reléve de ce que nous appelons une
vision points de la figure.

Des instruments variés et leurs liens avec les concepts géométriques

Nous faisons I’hypothése que les instruments de tracé, regle, équerre, compas, peuvent jouer un role
essentiel dans le passage du contrdle des figures par la seule perception au contrdle par les énonceés
a condition d’identifier leur fonction dans la représentation de propriétés géométriques. Or les
instruments matériels usuels remplissent plusieurs fonctions, d’ou I'utilité de s’intéresser a des
instruments théoriques définis par une seule fonction liée a la conceptualisation d’une notion
géométrique précise et non limités : par exemple la regle est aussi longue qu’on veut.

Nous distinguons donc la régle qui ne sert qu’a tracer des traits droits, le reporteur de longueur (par
exemple une bande de papier fort avec un bord droit sur lequel on peut écrire), le médiateur de
segment (par exemple une bande de papier avec un bord droit qu’on peut plier), I’équerre qui ne
permet que de reporter des angles droits, le reporteur d’angle, le compas comme traceur de cercles.
Les instruments considérés sont liés a la représentation graphique des objets géométriques ou
grandeurs géométriques droite, longueur, milieu d’un segment, angle, angle droit, cercle.

La regle, le reporteur de longueur, le médiateur de segment ne permettent de reporter en une fois
que de l'information de dimension 1 (D1) sur les figures; 1’équerre et le reporteur d’angles
permettent de reporter des surfaces, c’est-a-dire de I’information de dimension 2 (D2). Le cas du
compas est plus complexe : il permet de reporter de I’information D2 a condition d’avoir des
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connaissances qui dépassent la vision naturelle des figures : reproduire avec un compas un cercle
donné dont le centre n’est pas marqué nécessite beaucoup de connaissances géométriques. D’autres
instruments permettent de reporter de I’information D2 tout en ne disposant que de la vision
surfaces des figures : les gabarits et pochoirs permettent de reporter toute I’information sur une
figure simple ; le papier calque le permet sur une figure simple ou composée ; un gabarit ou un
pochoir déchiré permet de reporter une partie de I’information D2 sur une figure simple.

Restauration de figures

Pour travailler avec les ¢léves le changement de regard sur les figures ainsi que le lien entre 1’'usage
des instruments et les concepts géométriques, nous avons mis au point un type de situation que nous
avons appelé la restauration de figure. Une restauration de figure est une reproduction de figure
matérielle mais avec des contraintes particuliéres :

- Une figure modele est donnée (en vraie grandeur ou non).

- Une partie de la figure a obtenir (amorce) est donnée soit par son tracé, soit par un
instrument qui permet de reporter des informations D2 de la figure initiale mais sans donner
toute I’information.

- On dispose d’instruments variés qui ont un cofit d’utilisation donné dans un baréme.

- Quand les éléves pensent avoir terming, ils peuvent tester leur production par un calque
disponible auprés du maitre.

En termes de theorie des situations, le milieu est constitué notamment de la figure modele, de
I’amorce de la figure, des instruments avec leur cotit. Les variables (didactiques) portent sur les
choix de ces différents éléments du milieu. Les connaissances en jeu sont a examiner dans chaque
cas. Il faut choisir le milieu et la regle du jeu en fonction des connaissances supposees disponibles
et de celles dont on veut favoriser I’émergence.

Analyse de quelques exemples

Lors de ’atelier, nous avons proposé six exemples différents aux participants. Faute de place, nous
n’en reprenons ici que deux, les situations 2 et 4. Les situations 1 et 3 font partie d’une ressource
pour les enseignants du cycle 3 en cours de production dans le cadre du LEA Valenciennes-Denain ;
la situation 1 est présentée dans plusieurs publications, notamment Mangiante-Orsola et Perrin-
Glorian (2013, 2017). La situation 5 est décrite dans Perrin-Glorian et Godin (a paraitre). La
situation 6 est succinctement présentée dans une version différente dans Perrin-Glorian (2012).

Situation 2

Le travail proposé aux participants était le suivant :

- Reproduire une des figures suivantes (Figures 10, 11, 12) a
partir de I’amorce donnée (Figure 13).

- Discuter le choix des instruments disponibles et du baréme. |
- Prévoir une séance au CM ou en 6eme. |
Dans tous les cas, il faut reconnaitre la position de ’amorce sur :
la figure modéle (ici légérement grisée). Celle-ci est & une Figure 10 Figure 11

Enseigner les maths au Cycle 3 — Poitiers — Juin 2017



119 Atelier 14 : M. J. Perrin-Glorian

échelle différente, ce qui interdit les reports du modele sur la
figure a produire. Les figures 12 et 10 sont des sous-figures de la
figure 11. Celle-ci contient toutes les lignes nécessaires a sa
reproduction, ce qui n’est pas le cas de la figure 10. La figure 12
contient aussi toutes les lignes nécessaires a sa reproduction
avec un report de longueur mais la présence du cercle dans la
figure 11 aide a voir qu’un seul usage du compas pour tracer le
cercle et des prolongements a la régle suffisent pour obtenir les
sommets manquants du rectangle. Figure 12 Figure 13

On pourra favoriser cette procédure dans le cas des figures 10 et 11 en choisissant un baréme ou le
compas est bon marché et le report de longueur cher. Si on laisse 1’équerre a disposition, les éléves
peuvent vouloir commencer par reproduire le rectangle ; ils sont néanmoins obligés de reconnaitre
les cotés égaux du triangle isocéle amorce comme des demi-diagonales et de les prolonger pour
trouver les sommets manquants du rectangle puisqu’ils ne disposent pas de sa largeur. Ce
prolongement est plus difficile & mobiliser dans le cas de la figure 10 puisque les diagonales ne
figurent pas en entier sur le modele. Si’on veut seulement mobiliser le fait que les diagonales d’un
rectangle se coupent en leur milieu, on peut choisir la figure 12 et laisser a disposition le reporteur
de longueur. La procédure de report de longueur serait valable aussi dans le cas d’un
parallélogramme avec pour amorce un triangle quelcongue (on obtiendra un rectangle dans le cas du
triangle isocele). Si I’on veut que les ¢éléves mobilisent le compas pour tracer le cercle circonscrit
avant de prolonger, il est souhaitable qu’ils aient rencontré la figure 11 avant qu’on leur propose la
figure 10. On peut proposer la figure 11 en CM2 ; en 6°™, on peut proposer la figure 11 si les éléves
ne 1’ont jamais rencontrée et, quelque temps plus tard la figure 10, en donnant par exemple comme
bareme : régle gratuite ; compas 5 points pour chaque trait (un cercle ou un arc) ; équerre 5 points ;
reporteur de longueur (autre que le compas) 10 points.

Situation 4
Nous avons proposé aux participants de comparer les problemes suivants :

Probléme 1 : Soit un rectangle ABCD. Construire un losange ECFA tel que E soit sur le segment
[CD] et F sur le segment [AB].

Probléme 2 : Pt
Reproduire la figure suivante. On a déja tracé le rectangle. [ 7

Codt des instruments : -
Regle : gratuit Figure 14
Equerre : 2 points D

Report de longueur : 10 points ’

Report d’angle : 10 points

Médiateur de segment : 20 points

Figure 15

La figure a restaurer dans le probléme 2 est la figure d’analyse du probléme de construction
(probléme 1). On peut lire sur la figure 14 que les sommets A et C sont communs au losange et au
rectangle. Ceux-ci ont donc la diagonale [AC] en commun. Dans le probleme 1, il faut le déduire du
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texte et en particulier du nom donné aux deux quadrilatéres. Le bareme choisi dans le probléme 2
favorise la construction par les diagonales (E et F sur la médiatrice de [AC] ou (EF) perpendiculaire
a [AC] en son milieu suivant les connaissances des éléves). Pour trouver le milieu de [AC], il faut
se servir du fait que les diagonales du rectangle se coupent en leur milieu. D’autres constructions
sont possibles a partir du report d’angles ; le report de longueur ne peut servir qu’a reporter des
angles (par exemple reporter sur I’amorce le triangle CBF a la taille du mode¢le puis prolonger la
direction de [CF]) puisque amorce et modele ont des tailles différentes. Nous proposons 1’équerre
plutdt que le compas parce que c’est la perpendicularité des diagonales que nous voulons faire
utiliser par les éleves.

Le probléme 1 est extrait d’'un mémoire de PLC2 réalisé a Lille a la fin des années 90. Il avait été
proposé a des éléves de 6°™ et 5°™ ; la plupart d’entre eux ont eu du mal & se départir d’une figure
ou le losange s’inscrit dans le rectangle avec comme axes de symétrie les médianes du rectangle. La
restauration de figure du probleme 2 évite cet écueil.

Conclusion

En conclusion, nous voudrions revenir sur le role que peut jouer la validation par les instruments de
géométrie dans ’accés a la validation par la démonstration. Nous pensons que ce role peut étre
positif si la validation par les instruments est liee au controle de propriétes géométriques (relations
entre élements constitutifs de la figure) et non seulement de caracteristiques graphiques. Cela nous
semble favorisé par I’explicitation de ce que nous appelons un usage géométrique des instruments
gue nous précisons maintenant :

Pour placer la régle, il faut deux points ou un segment déja tracé.

Le report d’une longueur se fait a partir d’un point sur une droite qu’on connait déja.

Pour obtenir le milieu d’un segment, on reporte un segment de méme longueur sur une bande de
papier avec un bord droit qu’on plie en faisant coincider les deux extrémités ; on reporte la longueur
moiti€¢ obtenue sur le segment, vers I’intérieur, a partir d’une des extrémités.

Pour poser I’équerre, il faut une droite sur laquelle on pose un coté de 1’angle droit, on peut la faire
glisser sur cette droite si I’on veut que I’autre c6té de ’angle droit passe par un point donné.

Le compas a deux branches différentes : la pointe se pose sur le centre du cercle, la mine décrit un
arc de cercle quand on tourne. Pour reporter un cercle, il faut repérer le centre et prendre
I’écartement jusqu’a un point du bord.

On reporte un angle a partir d’'une demi-droite qu’on a déja : on reporte le sommet sur le point
origine de la demi-droite et un coté sur la demi-droite qu’on a déja et on reporte ’autre coté de part
ou d’autre de cette demi-droite.

Nous faisons I’hypothése que le fait de s’intéresser a la maniére de poser les instruments et en
particulier aux éléments qui doivent étre déja présents sur la figure pour le faire amene a s’intéresser
aux relations entre ces traces graphiques et prépare la considération des relations entre les objets
géométriques qu’elles représentent.
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At 15 : Construire des nouveaux nombres en cycle 3 : fractions et
décimaux
Bernard Anselmo®, Bruno Rozanés®, Héléne Zucchetta®

'ESPE de Lyon bernard.anselmo@univ-lyond.fr,
2Collége P Sénard Caluire (69) bruno.rozanes@ac-lyon.fr,
ESPE de Lyon, helene.zucchetta@univ-lyond.fr

Résumé : Suite a la création du nouveau cycle 3, le groupe Collége de I'lREM de Lyon a revu et
complété la brochure «La sixieme entre fractions et nombres décimaux » (lrem-1999) pour
proposer une progression de situations sur [’ensemble du cycle 3. Ce travail a donné lieu a un
ouvrage qui devrait prochainement paraitre chez CANOPE.

Aprés un bref questionnement sur les difficultés des éléves et sur les besoins de formation des
enseignants pour enseigner les notions de fraction et de nombre déecimal, nous avons proposé aux
participants de [’atelier d’étudier quelques-unes de ces situations autour du théme « fractions et
décimaux » a l'articulation école-college. Ces situations reposent sur [’activité de [’éléve, et
prennent appui sur la manipulation pour donner du sens aux nouveaux nombres ainsi qu’aux
operations et aider a leur représentation. Elles cherchent a baliser la progression sur le cycle 3 en
permettant aux éleves de s’ approprier, par la résolution de problémes, les différentes significations
attachées a la fraction ou au nombre décimal. Leur étude devrait permettre aux enseignants de
reinterroger leurs pratiques d’apprentissage des fractions et décimaux €n s’intéressant aux
différents aspects du concept a aborder.

Mots clefs : fractions et décimaux ; articulation école-collége ; résolution de problemes ;
manipulations et activités

I Introduction

A P'IREM de Lyon, il y a une vingtaine d’années, une équipe d’enseignants de college et de
formateurs a mené une réflexion sur I’enseignement des fractions et des nombres décimaux. Elle a
conduit & une premiere publication en 1999 : « La sixiéeme entre fractions et décimaux » qui
apportait quelques éléments théoriques et proposait une progression de situations pour la classe de
sixieme.

A T’annonce de la création du nouveau cycle 3, une nouvelle équipe a repris la réflexion et I’a
étendue a tout le cycle 3, du CM1 jusqu’a la sixiéme. Les situations de ’ancienne brochure IREM
ont été revisitées et declinées a différents niveaux de classe, de nouvelles ont été créées,
expérimentées, filmées. Ce travail a abouti a une nouvelle publication a I’intention des équipes
d’enseignants inter-degrés qui devrait prochainement paraitre chez CANOPé. Cette nouvelle
ressource se veut étre un support d’échanges pour ces équipes et les aider & envisager et conduire
des progressions communes a I’articulation école-collége.

Le travail engagé par ce groupe IREM se prolonge dans des actions de Formation Continue sur
I’académie de Lyon : stages ou animation a destination des enseignants, création d’un parcours
M@agistéere (par Bernard Anselmo).
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Il Contexte du travail

Les difficultés rencontrées par nos €léves montrent que les questions posées par I’enseignement des
fractions et décimaux sont nombreuses et complexes. Les pratiques des professeurs de collége et
d’école montrent aussi un déficit de formation dans ce domaine en particulier autour de la
compréhension des différents aspects et significations des fractions et des nombres décimaux. Les
réponses spontanées d’enseignants a la définition d’un nombre décimal font, par exemple, encore
trés souvent intervenir 1’écriture a virgule et non pas la fraction décimale. L’étude des traces a
retenir sur certains cahiers d’éléves montre aussi que le lien entre fraction décimale et nombre
décimal n’est pas toujours fait. Il n’est pas rare d’observer dans les classes de CM des conversions
de mesures utilisant des nombres décimaux (avec I’enseignement de régles du type « décaler la
virgule »), proposées bien en amont de I’abord de la notion de fraction. Dans les cahiers des éléves,
la premiere lecon sur les fractions définit souvent du vocabulaire comme numérateur et
dénominateur sans qu’une référence a une unité clairement explicitée pour le partage soit clairement
faite comme le montre, par exemple, I’illustration suivante issue d’un cahier d’¢leve :

' = _ Remarque :
On ubdar Yy frochiond tame Yo aseikbes
R0 SO Th i W G ) e S e On peut se demander comment sera
interprétée la représentation suivante :
’ "\‘ CLAALTYR ‘L\“LA'H"\
v = k\_ MUY LTI V\t\\.. AA
\J. TAA \4\ AN r‘
\ \ | L C
i T = 5 5 . . .
Est-ce S ou g qui est représente ? et de
ALY Y .L\ AN NUR '. ol ‘\'\‘» K1 ) \ , . s
——— ‘ = quelle unité ?
a \an
7 ‘ . Que dire de [I’illustration qui suit la
1 ' ———= définition précédente ?
|2 .na Xk Xroan quan) 1 : —
\ e —— — est toujours représenté par un carreau,
- n

J3 2 ' u e quelque soit n ?

Figure 1 : extrait d’un cahier outil d’une classe de CM2
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Malheureusement, le temps de formation initiale des enseignants est souvent trop restreint pour leur
permettre de remettre en cause leurs conceptions des fractions et des nombres décimaux (parfois
fausses) et d’appréhender 1’enseignement de ces savoirs dans une approche globale liée a la mise en
place du cycle 3.

Ainsi, un enseignement succinct et sans signification de regles apprises, comme celles de la
multiplication par 10, 100, ..., empéche une compréhension plus profonde du fonctionnement
global du systéeme de numération décimale. Cette compréhension est nécessaire pour permettre de
montrer que ce n’est pas un décalage de la virgule qui est en jeu dans ces opérations, mais un
changement de valeur des chiffres dans I’écriture du nombre multiplié.

Dans un des sujets de concours du CRPE de la session 2017, une question portait sur ce sujet et tres
peu de candidats ont réussi a y répondre : Formuler précisément la procédure utilisée par Eugénie
et en donner une justification mathématique.

Eugénie :
o

Explications: © X 1@0 =20 ko %C?u@_ﬁﬁo ot e dpanc Mo,

l

En voici deux réponses montrant deux candidats qui s’appuient maladroitement sur une régle a
appliquer et expliquent la réponse de 1’¢léve par une confusion de gauche et de droite. Ils sont
incapables de donner une justification mathématique de la procédure formulée par 1’éléve (pourtant
le deuxiéme candidat a obtenu une note de 35,5/40 sur I’épreuve de mathématiques) :

) / feo e el (il Uen ¢ Jéan et e
Cegenmi a. dpa fa gube ol dewe Cxeq Lo GEpl'suean
L s { 4 !/’ L ‘r(_".'
v’ 1 OA . v,
j 224 /t. SR’ alcel Au / ol Afac
¢ pLan
., / e < / L el /] .]“r.f
+ v AU ] C
~—7
7
X L D"
DR
2 Aol -eld oo/ endlic © b ol Araly

k)) ‘}l 0 wd A4 EFugive ot Ause o O povanche A ;(L‘sb i\ (0 Gien
Hoixe Aongloxs E: pxflioue qut fews (s Chifbus Aunk o deux
i‘._OL“Y ‘fu.'\“hu' “Dub Lkru,f.u) .’.d. 6 uﬁ, )
s\ua\% QX0 L.‘)L’m he :

.
1

o peddwe wste ‘on lo dofloamet de o ougule

dawlon) di 100 zru"if Yo do 3&’(4:’) apa B mulhplcofear -

On, olle remifd \,U,‘t«\ \_(‘,ﬂ\.tt":i-s Jlanveve: s daoend Go
s (uu Con depMacuat dogs f'dubute

Figure 2 : deux réponses de candidats pour expliquer le calcul d’Eugénie
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Les aides apportées par les manuels scolaires ne suffisent pas toujours a combler ses lacunes. Dans
ceux de sixiéme par exemple, méme encore récemment, I’étude des nombres décimaux précedent la
plupart du temps celle des fractions : souvent les écritures décimales sont présentées au premier
chapitre (comme conventions d’écriture de fraction décimales), la fraction apparait ensuite, en
milieu d’années, en tant que quotient de deux entiers sans que le lien avec une signification partage
soit toujours établi.

I11 Différents aspects et significations de la fraction et du nombre décimal

La définition théorique d’une fraction en tant que quotient de deux entiers a et b (avec b non nul) ne
recouvre pas tous les aspects sous lesquels on peut envisager la fraction. Cette définition en tant que
fraction-quotient n’apparait dans les repéres de progressivité du cycle 3 que dans la classe de 6™,

Différents aspects de la fraction
La notion de fraction peut étre considérée sous bien des points de vue qu’il est utile de prendre en

compte pour concevoir et programmer son enseignement.
A. Le point de vue des grandeurs
1. Mesurage et partage de ’unité

N . s .2 ., , S ,
Il conduit a considérer la fraction 3 d’unité comme étant 2 fois 3 d’unité. L’unité est partagée en
trois parts égales, et deux de ces parts sont ensuite prises en compte.

1 unité

2 .,
3 d’unité

C’est le partage de 'unité qui est premier dans cette procédure de représentation concréte de la
fraction

2. Un partage de plusieurs unités

2 . . 1 . . N .
La fraction - d’unité apparait comme étant le S de deux unités. Deux unités sont & partager en trois

parts égales. Pour ce faire, les deux unités sont réunies en une seule quantité qui est ensuite partagée
en trois parts égales.

1 unité 1 unité

2 . 2 -, 2 .,
3 d’unité 3 d’unité 3 d’unité

Dans cette représentation, c’est la constitution d’une quantité de plusieurs unités qui précede le
partage.
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3. Un repérage d’une position

Sur une demi-droite graduée, la fraction § permet de repérer la position d’un point. Elle devient

I’abscisse d’un point dans un repére donné. Elle apparait comme étant la position de I’extrémité
2 ., , . e, s . .
d’un segment de mesure 3 d’unité dont lautre extrémité est I’origine de la demi-droite. Sa

signification reste fortement liée a la notion de partage évoquée plus haut, dans un contexte de
mesure de longueur, mais on la note sans I’accompagner d’une unité de mesure et ceci contribue a
lui conférer un premier statut de nombre.

B. Le point de vue des nombres
4. La fraction quotient

Dans un contexte purement numérique, la fraction apparait comme la solution d’une équation de
type ax = b avec a # 0 et ou a et b sont entiers. La fraction % est alors le nombre qui multiplié par 3

donne 2, c’est a dire le résultat exact de la division 2 par 3.

, R L, T 2 . <1, .. yeis .
Ce résultat peut étre validé par la multiplication® de S par 3 en référence a ’addition réitérée

w ™

2
+2+
3

w N

= s =2
3
5. Coefficient scalaire, un coefficient de proportionnalité

Des probléemes de proportionnalité peuvent amener a rechercher un coefficient multiplicatif qui
permet de passer d’un nombre a un autre. Il peut s’agir de trouver un nombre qui lie deux mesures
d’une méme grandeur ou d’un nombre qui permet de passer d’une grandeur a une autre. Dans les
deux cas I’aspect quotient de la fraction est sollicité.

Ces premiers points de vue sont travaillés tout au long du cycle 3 avec le point de vue des nombres
plutot réservé a la classe de 6°™. Un dernier point de vue est travaillé au cycle 4 :

C. Le point de vue des proportions

De ce point de vue, 2 est a 3 ce que 20 est a 30 et la fraction %permet d’exprimer, par exemple, la

proportion d’¢leves filles dans une classe de trente éleves ou il y a 20 filles.

Elle devient alors un objet qu’on peut modifier par équivalences en utilisant la proportionnalité :

. s 2 20 4 6 - . .y 2 20 4 6
les égalités S 5T %e lisent dans le tableau de proportionnalité

3 30 6 9

Sa signification n’est plus basée sur une notion de partage équitable, mais sur une répartition
5217 R , , . 2 . . )
d’éléments que 1’on a dénombrés. En termes de proportion, 5 nese lit pas deux tiers mais deux sur

trois.

2 .y . aeps 2 - 2 T - . . . O
! S % 3se lit indifféremment « 3 fois 3 » ou « 3 multiplié par 3 » mais selon la lecture la signification donnée a la

o . 2 I a2 .2, 2 . 2 . . as 2
multiplication n’est plus la méme « = multiplié par 3 » renvoie a 3t 3 tandis que « 3 fois 3 » renvoie plutdt a N
de3;
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Différents aspects d’un nombre décimal

1. Fractions décimales

a

5 aetn étant des nombres

Un nombre décimal peut s'écrire sous forme d’une fraction décimale :

. . 13 15 . oy . 26 _, 375
entiers naturels. A ce titre ~ €t =, qui peuvent s’écrire respectivement — et —, sont des nombres

décimaux. Cet aspect est celui présent dans les programmes de 2015 du cycle 3 : le nombre décimal
est introduit comme codage d’une fraction décimale.

D’apres cette définition un décimal est un rationnel particulier dont, lorsqu’il est non entier,
I’€écriture fractionnaire irréductible comporte un dénominateur qui peut s’écrire sous la forme d’un

produit de puissances de 2 ou de 5. Cet aspect n’est pas abordé au cycle 3 mais les éléves vont
1 1 1

. - ;- 1
rencontrer des exemples simples de telles fractions décimales, 3125500

2. Nombres « a virgule »

, - ] \ . .. . .13 ;. 15
Tout nombre décimal admet une écriture « a virgule » finie. Ainsi < peut s’écrire 2,6 et -~ peut

s’écrire 3,75.

Dans cette écriture décimale, la valeur d’un chiffre est fonction de sa position (a2 un rang donné, sa
valeur est dix fois plus grande que celle du chiffre écrit au rang immédiatement a sa droite) et peut

étre lue en se référant a la décomposition canonique du nombre suivant les puissances de 10. Ainsi
dans 3,75=3+ 7 X % +5X% ﬁ le 3 a pour valeur trois unites, le 7 : sept dixiémes d’unité et le 5 :
cinq centiémes d’unité. Il est important de travailler cet aspect et la lecture se fera en donnant les
rangs « 3 unités 7 dixieémes et 5 centiémes » par exemple et non « 3 virgule 75 ».

3. Des nombres qui prolongent les entiers et permettent d’approcher d’autres nombres.

Tous les entiers naturels sont aussi des nombres décimaux: ainsi 3 est un décimal.
Tout décimal non entier peut étre encadré par deux entiers successifs et s’écrire sous la forme d’une

somme d’un entier et d’un décimal inférieur a 1 : 3< 3,75 <4 et 3,75= 3 + % avec % <1.

Entre deux nombres entiers, entre deux nombres décimaux, il existe une infinité de nombres
décimaux.

Pour ce qui concerne les nombres non décimaux, la propriété mathématique de densité de
I’ensemble des décimaux dans ’ensemble des réels montre que ces derniers peuvent étre approchés
avec autant de précision que voulue par un nombre décimal : ainsi 0,67 est une valeur approchée au

-y \ . 2 . .
centiéme prés par exces de Fou 3,14 une approximation de 7.

4, Recodage, avec une seule unité, d’une mesure exprimée avec deux unités

Le nombre décimal peut étre considéré comme un nombre a virgule constitué de deux parties : deux
entiers accolés séparés par une virgule.

C’est le cas quand on le percoit comme une mesure de grandeur exprimée avec deux unités, une
premiére unité et une autre sous-multiple de celle-ci. Un lien est alors possible avec les unités de
numération.
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Cet aspect est source d’erreurs sur les nombres décimaux chez de nombreux éleves et par
conséquent n’est pas a introduire trop tot. Il est important que les relations entre unités de mesure et
celles entre unités de numération soient aussi mises en lien.

5. Recodage dans une autre unité

Le nombre décimal peut étre aussi pergu comme le recodage d’une mesure entiére d’une grandeur
exprimée dans une unité donnée, dans une autre unité multiple de la premiére.

Ainsi 1,624 (m ou kg) est I’expression de 1 624 (mm ou g) dans une unité mille fois plus grande et
est donc mille fois plus petite en m ou kg qu’en mm ou g.

I11I Déroulement de ’atelier

Aprés une présentation du contexte du travail, autour des besoins de formation ressentis, et des
propositions de formation, I’activité du groupe Collége de 'IREM de Lyon est décrite rapidement.

Ensuite une premiére activité est proposée aux participants afin de les mettre en en questionnement
sur la signification et la représentation d’un nombre décimal. 11 leur est demandé de construire un
segment de 1,3 u a partir d’une bande-unité distribuée préalablement.

Dans un second temps, les documents en annexe sont distribués avec la consigne suivante :

Voici des propositions d’activités pour la classe

Etudiez-en deux plus particuliérement pour pouvoir ensuite présenter vos réflexions aux
autres.

Que peuvent faire les éleves ?

Comment pourrait-on exploiter leurs réponses ?

A quel(s) moment(s) du cycle serait-il intéressant de les proposer ?

Dans quel(s) objectif(s) ?

YV VY

Lors de cet atelier, nous avons fait le choix de présenter quelques situations « phares » centrées sur
I’¢tude des différents aspects de la fraction vus au cycle 3 et sur le passage de 1’écriture
fractionnaire a 1’écriture décimale d’une fraction décimale. La résolution des problémes proposés
donne lieu a des situations de classe dans lesquelles 1’éléve agit. Elles servent de références.

La manipulation effective du matériel est préférée a I’utilisation de représentations schématisées
(qu’en tout cas elle précede). Elle aide a la construction des nombres et des opérations travaillées et
permettent de leur donner un sens.

A une désignation du nombre, I’éléve pourra ensuite associer une image mentale :

* I’image d’une quantité en groupements d’unités
* I’image d’une mesure d’une grandeur, une unité étant donnée
* I’image d’une position sur une droite graduée.

Pendant I’atelier, le temps imparti pour une mise en commun des analyses a manqué mais les
discussions au sein des groupes de travail ont montré I’intérét et I’originalité¢ des nouvelles activités.
Elles ont aussi permis de revisiter ou de faire connaitre d’autres situations « classiques » (inspiré
d’ERMEL) comme les activités d’échanges de messages « le facteur » qui permettent d’introduire
la notion de fraction-partage a partir d’une bande unité.
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La situation « Regles graduées » a suscité beaucoup d’intérét surtout par la réflexion de ce que
peuvent produire des éleves comme illustré ci-dessous :

pr——— -
uUviTé wnite

—

-
4 4 = = < -4 +
‘ i i < < 5 3 4 3 4 i x
' e - \
5 -
’ 3 X : b~ -~ ]
i i { S & 4 7 ? 9 b M 5
5 % ¢ v 8 & S_o=x
! - g™ - 7 5 T Si i -
Il 5
£ ' '
» » t 1 3 1 1

Figure 3 : exemples de régles graduées produites par des éléves
dans le cas de graduations en quart et en cinquiémes d‘unité

La situation « L’Apprenti comptable » (ou il s’agit de calculer comme en 1500 — avant
I’introduction de 1’écriture décimale) a été illustrée sur des productions d’¢leves. Elle est aussi

utilisée, un peu transformee, en tant qu’activité de formation pour les étudiants de Master MEFF
Professeur des écoles a ’ESPE de Lyon.

a.')Yr‘-r‘f = 4

» N = \uLY Cal RN R o
1 | OX oo ¢ Y

Figure 4 : réponse d’un éléve de 6éme
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Figure 5 : réponses de deux groupes d’éléves de CM2

Les questions posées aux étudiants doivent leur permettre de s’apercevoir que I’écriture décimale
est récente (et qu’elle a évolué au cours du temps jusqu’a I’écriture a virgule en France ou avec un
point chez les anglo-saxons). L’énoncé est le méme que celui donné aux éléves de CM2 ou de 6°™
accompagné par les questions suivantes :

a) Pour quelle raison I’énoncé précise-t-il que nous sommes en 1500 | o 3alond —
? cannnxen — - —
Ap. JC 7 . o = = —
b) Quelles sont les connaissances nécessaires que les apprentis doivent g™ o
avoir pour pouvoir effectuer correctement cette opération ? e =S T—==

c) Donner une explication que I’¢léve peut donner a I’apprenti moins {r_ SRl

o , o

expérimente. == EE.,-E_! =
Analyser la réponse ci-contre (la réponse de 1’¢l¢ve 2 ci-dessus) _%[L Ao o
Qen—riomiaend—
 beween L

4

b
B
(I

EVic

|

SECONDE PARTIE DE
LA DISME DE L'OPE-
"RATION,

" PROPOSITION I, DE

: 4 Iy ADDITION.

Cette analyse est ensuite prolongée par I’étude de la page : 1
correspondante de la Disme de Simon Stevin avec une E"i"’ demes A :

uestion perturbant en général les étudiants : e v s ol S
q p g Difme, defqﬁelsleptctni,ﬂ-xz @8@4@7@,&&&&-‘
Quel est le nombre qui précéde 12 @3 @7 @4 @? icfme 7 9307 (35 Qe wollelmnes75 07 C33
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Figure 6 : Activité pour les étudiants PE M1 MEEF
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Des extraits de films, montés pour le parcours M@gistére, ont pu étre en partie montrés en fin
d’atelier pour illustrer la mise en place des situations. Dans ce parcours, ces courtes vidéos peuvent
étre visionnées. Elles permettent aux participants de se faire une idée des diverses situations
proposées pour qu’ils en choisissent une a expérimenter avec leurs €éléves et en faire ensuite un
retour en présentiel.

TACHES A EFFECTUER

Dans cette étape, vous avez les ressources suivantes a consulter en cliquant sur les liens

situations CM1 CcM2 6

Des nouveaux nombres pour mesurer X X X
Graduer avec des fractions x x X
Vers l'écriture décimale X x X
Ranger des surfaces x x X
Multiplier par 10, 100, 1000 x X
Vers la fraction quotient X
Multiplier par un décimal X

Il s'aget

d'en prendre connaissance

« ot de visualiser en ligne des extraits filmés des séances

o d'en choisir une que vous meltrez en oeuvre dans votre classe aprés le second
regroupement

o de communiquer votre choix sur le forum * Expénmentations” en essayant de

Fargumenter

[X] oe NouvEAUX NOMBRES POUR MESURER

Une vidéo

Figure 6 : une page du parcours M@gistére permettant d’avoir accés
aux vidéos et donnant la consigne de travail a distance

IV Conclusion

Lors de D’atelier, nous espérons avoir montré que l’apprentissage des fractions et les nombres
décimaux nécessitent du temps et que I’articulation entre fractions et décimaux doit étre travaillée
tout au long du cycle 3 et continuée au cycle 4.

Si I’on veut que 1’enseignement de ces nouveaux nombres ne se cantonne pas a des regles dénuées
de sens, et permette d’installer durablement des connaissances solides, il est nécessaire que les
enseignants de cycle 3 soient formés a cette réflexion et ceuvrent de concert tout au long du cycle,
par exemple, par la mise en place de progressions communes.

Le travail mené par I’équipe de 'IREM de Lyon va dans ce sens. L’ ouvrage en voie de publication
se veut étre une aide aux équipes inter-degres et aux formateurs qui voudraient s’engager dans cette
réflexion.

Le parcours M@gistere qu’elle a élaboré, s’inscrit dans cette méme logique de formation et
d’accompagnement. Il peut constituer un outil pour les équipes de formateurs en général et en
particulier pour les conseillers pédagogiques non spécialistes de la discipline.
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ANNEXE 1

Quelle progression est proposée dans ’ouvrage que le groupe College de ’'IREM de Lyon a
écrit et expérimenté ?

En s’appuyant sur les différents aspects de la fraction et sur I’introduction d’un nombre décimal
comme fraction décimale, le groupe College de I'IREM de Lyon a rédigé un ouvrage ou une
progression en quatre temps est proposée a travers différentes situations pour tout le cycle 3.

Les situations proposées a ’analyse lors de I’atelier se trouvent en annexe et sont repérées par leur
nom dans le bref descriptif ci-dessous®.

Les quatre temps de la progression proposée.

A. Débuter avec les fractions

Ces quatre premieres situations se déroulent dans le contexte des longueurs. Elles sont accessibles
des le CM1 mais des aménagements sont proposés pour qu’elles puissent étre mises en ceuvre ou
reprises plus tard dans le cycle.

1. Des fractions pour mesurer : « Le facteur »

Cette premicre situation permet de montrer I’insuffisance des nombres entiers dans la
mesure d’une longueur. Elle présente la fraction a partir du partage par pliage de 1'unité et permet
d’introduire I’écriture fractionnaire. Elle propose un travail autour de fractions simples, inférieures
ou supérieures a ’unité, et fait déja apparaitre que des écritures différentes peuvent designer une
méme mesure. C’est une situation « émetteur-récepteur » avec des échanges de messages qui seront
repris par I’enseignant.

2. Un nouvel outil pour partager : le « guide-ane »

Le pliage impose des dénominateurs qui sont des multiples simples de 2 voire de 3, le guide-
ane permet de partager 1'unité sans la plier et ainsi de travailler avec des dénominateurs
quelconques. La situation amene a découvrir cet outil et a Iutiliser pour construire des segments
dont la longueur est une fraction de I’'unité inférieure ou supérieure a 1.

3. Fractions et graduations : « Regles graduées »

Dans cette situation, il s’agit tout d’abord de construire des outils plus pratiques et plus
précis pour mesurer des longueurs et tracer des segments : ce sont des régles graduées. Elles sont
ensuite utilisées pour installer la notion de droite graduée sur laquelle on peut placer des points. La
fraction prend un nouveau statut, celui de nombre permettant de repérer un point sur une droite et de
le situer par rapport a des entiers.

2 Une version plus compléte est mise en annexe.
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4. Ecritures équivalentes

Des écritures équivalentes ont déja été rencontrées et utilisées dans les situations
précédentes. Il s’agit maintenant de dégager des régles, pour produire et reconnaitre de telles
écritures.

B. Construire le nombre décimal

Cette partie vise a introduire I’écriture décimale et a interroger sa signification dans la construction
de techniques opératoires sur les nombres décimaux. Les deux premiéres peuvent étre proposées en
CM1 ou plus tard dans le cycle avec des aménagements prévus. Les deux suivantes sont plus
adaptées a des éléves de CM2 ou de 6°™.

5. Fractions décimales

Les ¢éleves ont déja rencontré les dixiemes dans les situations précédentes. 11 s’agit
maintenant de découvrir d’autres fractions décimales et de comprendre les liens qui lient entre elles.
C’est aussi I’occasion de les décomposer sous la forme de sommes d’entiers et de fractions
inférieures a 1 et de commencer a les comparer.

6. Ecriture décimale : « Des bandes accolées » et « L’apprenti comptable »

En partant du cas particulier des fractions décimales et en s’appuyant sur les écritures
équivalentes cette sixiéme situation est déclinée en deux versions :

* une version qui a pour but d’introduire 1’écriture décimale en début de cycle 3,
* une autre version pour des ¢léves qui ont déja rencontré 1’écriture décimale, permet de
revenir sur cette signification en s’appuyant sur « la Disme » de Simon Stevin.

A cette occasion, on découvrira ou on réinterrogera les techniques opératoires de 1’addition et de la
soustraction avec des nombres en écriture décimale.

7. Fractions de surface : « Ranger des surfaces »

La notion de fraction partage de 'unité est réinvestie dans un autre contexte que celui des
longueurs, celui des aires, pour réinterroger les liens entre fraction et nombre décimal. Ce nouveau
support est utilisé pour réinvestir les techniques opératoires rencontrées dans la situation précédente
et illustrer les regles de comparaison et de rangement de nombres en écriture décimale.

8. Multiplication d’un décimal par un entier : « Des rectangles a foison »
Les techniques opératoires sur les nombres en écriture décimale sont en grande partie similaires a
celles mises en ceuvre sur les entiers. Cette situation propose de fonder ou de redécouvrir les

techniques dans le cas de la multiplication d’un décimal par 10, 100 ou 1000, en référence a la
signification des écritures, a partir de manipulations sur des axes graduées ou sur des surfaces.

C. Découvrir la fraction quotient

Ces trois situations portent sur les relations entre multiplication, division et fractions. Elles ont été
congues pour étre proposeées en fin de cycle 3.

9. Division et multiplication
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Cette situation vise a instaurer une meilleure maitrise du sens de la division en prenant appui sur la
connaissance qu’ont les éléves de la multiplication. Elle cherche a mettre en défaut la conception
erronée comme quoi on ne peut diviser qu’un nombre par un autre plus petit et a établir le lien entre
multiplication et division.

10. Vers la fraction quotient : « Les Bonbons rubans »

La situation a pour but d’enrichir la notion de fraction avant de 1’envisager en tant que quotient de
deux entiers. Elle ameéne a la découvrir, dans un contexte de longueur, en tant que valeur d’une part
dans un partage de plusieurs unités, puis de nombre, coefficient scalaire, par lequel on peut
multiplier une longueur pour en obtenir une autre.

11. Fraction quotient
11 s’agit d’introduire une notion nouvelle : la fraction comme nombre solution de 1’équation ax = b
ou comme quotient de deux entiers a : b. Pour cela la situation pose la question de la valeur du

quotient de deux entiers dans un contexte purement numérique. C’est 1’occasion de différencier
quotient exact et quotient approché et de I’illustrer dans des problémes de division.

D. Enrichir la multiplication

Ces situations visent a donner un nouveau sens a la multiplication autre que celui de I’addition
réitérée. Elles sont proposées dans des contextes de grandeurs différentes et sont congues pour la fin
du cycle.

12. Multiplication et longueur
Cette situation amene les éléves a calculer des fractions de longueurs pour construire des segments.
Elle vise a mettre en lien la notion de fraction opérateur, coefficient scalaire permettant de passer

d’une fraction a une autre, avec I’opération multiplication et le symbole « x », puis a 1’étendre au
cas des fractions décimales.

13. Multiplication et proportionnalité
Aprés avoir défini ou revu, dans un contexte de proportionnalité, la multiplication d'un
décimal par une fraction, on présente le cas particulier du produit d’un décimal par une fraction

décimale, autrement dit de deux décimaux. On se demande ensuite comment poser la multiplication
pour effectuer de tels produits en écriture décimale.

14. Multiplication et aire

Il s’agit d’étendre la formule de calcul de I’aire d’un rectangle au cas des dimensions
décimales et de donner ainsi un autre sens a la multiplication de deux décimaux.
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ANNEXE 2 Une sélection d’activités proposées a I’analyse lors de I’atelier

LE FACTEUR®
DESCRIPTION RAPIDE

* Les éleves disposent d’une feuille ou sont tracés des segments. lls doivent écrire des messages qui
permettront a ceux qui les recevront de construire des segments de méme longueur que ceux
donnés. lls travaillent en groupe. Les échanges de message se font par l'intermédiaire de
I’enseignant qui joue le réle de facteur.

* La régle graduée est interdite mais les éléves ont a leur disposition des bandes « unités ». les
ciseaux sont interdits également.

— des bandes-unités de 10,5 cm de longueur ;

Feuilie | —_— Veuilie 2

— une feuille numérotée 1 ou 2 ou sont tracés les segments que les éleves doivent arriver a
faire reproduire

- une fiche-navette sur laquelle se font les échanges : tracés, confirmation ou invalidation,
demandes d’informations supplémentaires

CONSIGNES

1. ATlaide de la bande unité, vous allez devoir mesurer un segment donné puis construire un
segment de longueur donnée. Les groupes 1 et 2 n’ont pas les mémes segments tracés sur
leur feuille. La régle graduée et les ciseaux sont interdits.

2. Choisissez un des trois segments déja tracés sur votre feuille. Mettez-vous d’accord sur un
message que vous écrirez sur la fiche-navette. Ce message doit permettre au groupe auquel
vous étes associés de tracer un segment de la méme longueur que celui que vous avez choisi.
Je transmettrai le message a 1’autre groupe. Le message ne doit pas comporter de dessin.

3. Lorsque vous recevez le message de 1’autre groupe, vous coloriez sur la ligne droite déja
tracée un segment de la longueur indiquée. Vous pouvez aussi utiliser la fiche-navette pour
demander des informations supplémentaires.

4. Vous envoyez a I’autre groupe le segment que vous avez colorié afin qu’il vérifie sa
longueur. Si elle est juste, le groupe vous donne un autre segment a colorier. Si elle est
fausse, il vous en informe et complete les explications.

D’aprés « Construire les nouveaux nombres » (Canopé Editions)
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REGLES GRADUEES*
DESCRIPTION RAPIDE

Les éléves disposent d’une bande unité et d’'une regle a graduer. lls sont invités a construire des « regles »
graduées pour pouvoir ensuite tracer et mesurer des segments dont la longueur est exprimée par une
fraction d’unité.

MATERIEL : Pour chaque éléve :
- des bandes-unités de 10,5 cm de longueur ;
- un rectangle de papier de couleur a transformer en
regle graduée (on peut massicoter des rectangles dans la longueur d’une feuille A4)

B e s o Levse

CONSIGNES
1. Cette regle n’est pas encore graduée. On veut pouvoir ’utiliser pour tracer des segments
dont la longueur est exprimee en quarts de bande-unité. A toi de la graduer convenablement

2. Compare ta régle avec celles de tes camarades. Lesquelles te paraissent étre les mieux
graduées ? Pour quelles raisons ?

- . 9
3. Comment utiliser ces régles pour tracer un segment de longueur U ?

17
Un segment de longueur S U ?

D’aprés « Construire les nouveaux nombres » (Canopé Editions)
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BANDES ACCOLEES’®

DESCRIPTION RAPIDE : On dispose de deux bandes de longueurs différentes dont la mesure donnée est
une fraction décimale de l'unité. Les éléves doivent d’abord prévoir quelle sera la longueur obtenue en

mettant les deux bandes bout a bout puis trouver une disposition des nombres qui leur permette
d’effectuer rapidement I’addition posée des deux mesures....

MATERIEL :

- Une demi-droite graduée en centiemes
- 3 85 N . N .
- Deux bandes respectivement de longueur 1u + —gu et—-uaprojeter ou a construire en
grand pour pouvoir étre affichées au tableau.

CONSIGNES

1. Vous rangez les bandes et les droites graduées dans une enveloppe. Vous devez prévoir
combien mesurerait une bande ayant la méme longueur que vos deux bandes mises bout a
bout. On les sortira ensuite pour verifier.

2. \Vous devez maintenant essayer de poser l'addition de 1u + 3/10 u et de 85/100 u. (Cela doit
vous permettre de retrouver le résultat précédent.) Vous travaillerez d’abord seuls puis vous
vous mettrez d’accord a plusieurs sur une disposition qui vous semble pratique.

® Adapté de « Construire les nouveaux nombres au cycle 3» - Canopé (a paraitre)
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L’APPRENTI COMPTABLE °

DESCRIPTION RAPIDE :

» Dans cette activité, les éleves se retrouvent dans un ler temps plongés en 1’an 1500.
Ils disposent uniquement des écritures sous forme d’entiers, de fractions décimales
ou de sommes de ceux-ci.

IIs doivent trouver comment faire pour additionner des nombres écrits a 'aide de fractions

décimales, puis écrire un court texte pour expliquer leur démarche.
» Dans un 2°™ temps, aprés qu’ils se sont rendus compte que la majorité des méthodes

proposées sont fastidieuses, la découverte de Stevin, « les nombres de Disme », leur
est alors exposée : elle permet de calculer avec ces nombres « selon la vulgaire

maniére [...] des nombres entiers ».

MATERIEL : I’'énoncé !

Nous sommes en I'an 1500 ap. J.C.

A cette époque, les seuls nombres connus sont : les entiers, les fractions, les fractions décimales, et les sommes d’un

entier et de fractions décimales.
Tu apprends le métier de comptable.

Pour ta formation, le comptable qui t'emploie t’a chargé, aujourd’hui, d’effectuer une addition. Ensuite, lorsque tu

sauras faire, tu devras transmettre ton savoir-faire a un apprenti encore moins expérimenté que toi.

Tu dois effectuer la somme des trois quantités écrites dans les cadres ci-dessous :

8
27u+ —u+—u+

4 / 37+£+L+5 875+l+i+2
10Y"100Y " 1000 Y “* 10Y"100Y " 1000 " “*10Y " 100Y " 1000

Pour chaque éleve :

L’énoncé

Pour les groupes :

Une affiche ou tout support pouvant étre projeté.

Pour le professeur :

N

Le diaporama « la Disme »

CONSIGNES

Travaille seul. Lorsque tu auras terminé, écris une explication pour ton apprenti, sans
attendre que tes camarades aient fini.

Mettez-vous d’accord, par groupe, sur une fagcon de procéder et rédiger un mode d’emploi.
Quelle impression te font toutes ces méthodes utilisées dans la classe ?

® Adapté de « Construire les nouveaux nombres du Cm1 a la sixiéme» - Canopé (& paraitre)
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RANGER DES SURFACES’

DESCRIPTION RAPIDE : Dans cette activité, les éléves en bindbme, ont a comparer des surfaces dont la mesure de I'aire
leur est donnée en écriture décimale. Pour avoir un appui sur lequel fonder leur raisonnement, ils construisent
d’abord une de ces surfaces, a I'aide de pieces dont les aires sont des fractions décimales de celle d’un rectangle unité
donné.
PREREQUIS : Pour aborder cette activité, les éléves doivent avoir été familiarisés :

e Avec la notion d’aire

e Avec la notion de fraction décimale (dixieéme, centieme)

e Avec la notion d’écriture décimale (en lien avec 1’écriture fractionnaire d’un décimal)

MATERIEL : par binébme
- Une fiche « énoncé » donnant les indications suivantes :

surface a b c d e f

aire 5,05u 10,24 u 2,7u 55u 2,12 u 2,08 u

- Des surfaces a découper, telles que celles présentées ci-dessous, en quantité suffisante :

1lu lu
£ I .
lu 10 10 100

Pour les mises en commun :

Des « surfaces a découper » en grand modele manipulables au tableau, ou représentées sur TBI pour
pouvoir étre dupliquées.

CONSIGNES

1. Avec le matériel que je vous ai distribué, vous ne devez construire qu’une seule surface :
celle qui correspond a la lettre que je vous ai indiquée (vous pouvez utiliser des ciseaux pour
effectuer des découpages et votre colle pour coller votre surface réponse sur la feuille).

2. Ensuite, quand vous aurez terminé, vous rangerez toutes les surfaces, de celle qui a la plus
petite aire a celle qui a la plus grande aire, mais sans en construire de nouvelles, juste en
regardant les nombres et en utilisant ce qu’ils veulent dire, vous écrirez votre rangement au
dos de la feuille.

" Adapté de Capmaths- CM1 Hatier 2010

Enseigner les maths au Cycle 3 — Poitiers — Juin 2017



141 Atelier 15 : B. Anselmo H., Zucchetta, B. Rozanés
DES RECTANGLES A FOISON 8

DESCRIPTION RAPIDE : Dans cette activité, les éléves manipulent des rectangles unités concrétement ou
mentalement, pour déterminer 'aire d’'une surface obtenue en les dupliquant un certain nombre de fois.

MATERIEL : Pour I'enseignant

Des « rectangles », comme ceux-ci-dessous projetés au tableau

e Ces mémes rectangles en grand modéle découpés (ou représentées sur TBI pour pouvoir étre
dupliqués) qui pourront étre manipulés et échangés lors des mises en commun (au moins 23
bleus, 40 jaunes, et 10 rouges)

e Un tableau de numération « dynamique » dans lequel on peut faire coulisser (et grouper) des
étiquettes chiffres, comme dans le tableau ci-dessous.

RN
o
o

010 O] 010710 2”3
]

%) [5) [<B) 5] n %) 7] 7] n %) X 0

s |= |= |= e c |2 | = e |s g

= £ S = = 3 S < @ D @

= =] x = N X = = =

= 5 5 3 ° S S = =

3 o o £ £
CONSIGNES

1. Déterminer la mesure en unités u de I’aire totale de la surface obtenue en prenant 10 fois
chacune des surfaces colorées en bleu, jaune et rouge

2. Déterminer la mesure en unités u de I’aire totale de la surface obtenue en prenant 100 fois
chacune des surfaces colorées en bleu, jaune et rouge

& Adapté de « Construire les nouveaux nombres au cycle 3»- Canopé (& paraitre)
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LES BONBONS RUBANS °

DESCRIPTION RAPIDE : Dans cette activité, les éléves disposent de
deux « bonbons » rubans: un ruban A qui mesure 3 unités, un

ruban B qui en mesure 8. lls doivent trouver combien de fois la
longueur du ruban A est contenue dans celle du ruban B.

MATERIEL :

Bonbow rubowv B

Units Bonbow rubownv A

Pour le professeur :

- une bande unité ;
- quelques exemplaires du ruban A de longueur 3 unités et du ruban B de longueur 8 unités.

Pour chaque éléeve :

- des bandes longues comme le ruban A ;
— une feuille A4 sur laquelle construire le ruban B.

CONSIGNES

1. Le ruban A mesure 3 unités, le ruban B mesure 8 unités. A votre avis, le ruban B est long
comme combien de fois le ruban A ?

2. Comment construire un segment de longueur 8 unités a partir du ruban A sans utiliser de
regle graduée ?

3. Avez-vous changé d’avis ?

® Adapté de « Construire les nouveaux nombres au cycle 3 » - Canopé (a paraitre)
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At 21 : Continuités et ruptures de I’enseignement des fractions au
cycle 3
Quelles perspectives ?
Lalina Coulange®, Grégory Train®
12| ab-E3D (EA 7441), Université de Bordeaux;

lalina.coulange @espe-aquitaine.fr gregory.train@espe-aquitaine.fr

Résumé : Dans cette contribution, nous abordons des questions didactiques relatives a différentes
acceptions possibles des fractions (partage de ['unité, partage d’une grandeur, commensuration et
quotient) potentiellement rencontrées au cycle 3. Nous faisons état d’une part, de résultats liés a
une recherche collaborative avec des enseignants illustrant des potentialités et des limites de la
« fraction partage » (en début de cycle 3) et d’autre part, de perspectives en lien avec une
acception relativement oubliée au sein de [’institution, celle de la « fraction commensuration »
(Brousseau et Brousseau, 1987) que nous considérons comme propices a aborder la « fraction
quotient » et certaines de ses potentialités. Ces perspectives nous ont notamment conduits a
élaborer et a « pré-expérimenter » une ressource destinée a des éléves de fin de cycle 3, qui a été
présentée a l’occasion de ce colloque.

Mots clefs : fractions, partage, commensuration, quotient

Introduction

Notre étude concerne 1’enseignement de I’objet « fraction » dans la transition primaire-secondaire
inscrit depuis 2016 au sein d’une nouvelle organisation institutionnelle reposant sur un unique
cycle 3. Les écueils que pose I’enseignement de cet objet de savoir dans cette transition sont
largement documentés (voir la conférence de C. Chambris dans les actes du colloquet). Au-dela de
ces constats, et compte tenu de la volonté institutionnelle, récemment renouvelée, de maintenir cet
objet d’enseignement au cceur du nouveau cycle 3, nous adoptons une perspective différente a
plusieurs égards. 11 s’agit d’examiner les potentialités que recouvre 1’étude de I’objet fraction dans
cette transition, d’examiner les possibilités qu’offre 1’étude, dans I'une et I'autre des institutions,
des différentes acceptions de la notion de fraction. Cette posture nous amene a reconsidérer une
acception guelque peu oubliée des fractions - ’aspect commensuration — et a en examiner son étude
comme éelément possiblement fédérateur.

Les réflexions développées dans ce texte prennent appui largement et s’inscrivent dans un projet
plus large d’observations et d’analyses des pratiques enseignantes au sein d’un Lieu d’Education
Associée aquitain (le LeA Ecole élémentaire d’application Carle Vernet accueillant des éléves situé
dans un quartier prioritaire de la ville de Bordeaux?).

! Conférence : Questions sur I’enseignement des nombres, notamment décimaux, au cycle , p 12
2 Pour plus d’informations, voir sur le site des LéA de I’IFE (Institut Frangais d’Education) : http://ife.ens-lyon.fr/lea
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Les différentes acceptions de la notion de fraction

Deux acceptions institutionnelles : la fraction “partage” et la fraction “quotient”
Dés 1996, les programmes de la classe de sixiéme présentent le point de vue nouveau a construire
concernant la fraction %

A école élémentaire [’écriture fractionnaire a été introduite a partir de situations de partage. Les activités poursuivieS
en sixieme s appuient sur deux idées

o e quotientf est un nombre,
e le produit de% par b est égal a a.

. Sy 4 . . .
Ceci permet de considérer un nombre tel que 5 comme quatre fois un tiers, le tiers de quatre ou encore le nhombre dont

le produit par trois est égal a quatre. Dans des situations de proportionnalité, le quotient de deux nombres est utilisé
comme un opérateur. On visera aussi a lui faire acquérir le statut de nombre au travers de multiples activités
(programmes de la classe de 6° de 1996°, p. 6)

Cette nouveauté est réaffirmée dans les nouveaux programmes de 2016 ainsi que dans les
documents ressources associés. Dans le méme temps, ces mémes programmes proposent une
réorganisation du cycle 3 (CM1-CM2-Sixieme). lls positionnent en conséquence 1’étude de cette

nouvelle acception de la fraction % comme quotient (décrite ci-avant) en aval d’une acception plus
anciennement installée, la fraction % vue dans son aspect partage®, au cceur méme de ce cycle.

Du CML1 a la 6e, on aborde différentes conceptions possibles de la fraction, du partage de grandeurs jusqu'au quotient
de deux nombres entiers, qui sera étudié en 6e (programmes de 20165)

Il s’agit donc, dans ce passage d’une fraction partage a une fraction quotient, ancré
traditionnellement dans le passage de I’école au collége, de poursuivre les objectifs communs de

construction du statut de nombre a attribuer a % (sur lesquels les éleves seront par la suite amenés a

opérer — addition, soustraction, multiplication, division) tout en pensant I’aménagement d’une
progressivité au sein de ce cycle.

Des constats sur la fraction partage

Un premier constat est que les éleves arrivent a [’école avec des « connaissances familieres » ou
des « concepts quotidiens » du fractionnement de [’'unité et que ces connaissances jouent un réle
important dans les situations visant I’enseignement de la fraction « partage de 1'unité ».

Une ressource unique, visant a introduire les fractions en lien avec la mesure de longueurs a été
utilisée par trois enseignantes du LEA, dans les séances observées au sein de trois classes de double
niveau (2 classes de CM1-CM2 et 1 classe de CE2-CM1), comportant des groupes d’¢éléves de CM1
(d’effectif : de six a environ dix éléves par classe). L’enjeu de ces situations® est d’introduire le
fractionnement de I’unité pour mesurer des longueurs de segments avec une bande unité (qui sert
d’étalon de longueurs). Les segments sont choisis de maniere & ce que leurs mesures fassent
intervenir des demis, des quarts et des huitiémes de I'unité. Le procédé attendu repose sur des

® Ce programme est disponible sur : www-irem.ujf-grenoble.fr/spip/squelettes/fic_N.php?num=61&rang=10 (voire la

page 118, pour I’extrait cité dans le texte).

* « Lorsque qu’on coupe une unité en un nombre entier de parts égale et qu’on prend un nombre entier de ces parts,

éventuellement supérieur au nombre de parts contenues dans cette unité, on obtient une fraction. » (p. 1 du document

ressource du programme de 2016, disponible sur :

https://cache.media.eduscol.education.fr/file/Fractions et decimaux/60/1/RA16 C3 MATH frac dec doc maitre V2
681601.pdf )

> Accessibles sur http://www.education.gouv.fr/pid285/bulletin_officiel.html?cid_bo=94708)

® Ces situations sont tirées de I’ouvrage ERMEL Apprentissages numériques et résolution de problémes CM1 (2005) —

elles sont inspirées d’une ingénierie didactique (Douady et Perrin 1986)
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pliages en deux successifs de bande qui permettent de matérialiser des fractions de I'unité et de
mesurer/communiquer la mesure des segments donneés initialement aux éléves, dans un dispositif
d’émission et de réception de messages entre pairs. A I’occasion des séances observées, nous avons
constaté que peu d’éléves ont mis en ceuvre des pliages en deux de la bande unité de fagon
spontanée. Les éléves ont reconnu perceptivement des demis, voire des quarts de 1’unité. Le milieu
matériel de la situation ne contraint pas a priori de stratégies liées au pliage dans la production du
« quart » ou de la « moitié », qui s’avéreront pourtant nécessaires pour la production du huitieme de
I’unité (non reconnaissable de maniere perceptive). On peut d’ailleurs s’interroger sur le sens donné
a ce « quart » ou a cette « moitié » par les éléves : par exemple envisagent-ils le quart comme un
partage équitable en quatre de I'unité, ou en deux de deux de I'unité¢ ? Quoiqu’il en soit, lors de nos
observations, les enseignantes ont été contraintes de négocier I’introduction du procédé de pliage en
deux : en le faisant apparaitre comme un moyen de valider qu’il s’agit bien d’un demi ou d’un quart
de I'unité — en lien avec le caractére superposable prouvant 1’égalité des nouvelles longueurs
produites. L’extrait de transcription ci-dessous atteste du type d’interactions entre éléves et
enseignantes permettant d’officialiser I’introduction du procédé de pliage.

El: ¢a c’est un quart [cf. geste ci-contre] El, E2 : bindme d’éléves
ENS : Comment tu sais ? Comment tu peux étre sr ? [E hausse les | ENS : enseignante
épaules] ENS : Comment tu peux étre sir ? E1 : C’est environ vers la
ENS : Oui mais si on veut pas dire environ vers la ? Comment on fait ?
¢a veut dire quoi un quart de I’unité

El: C’est la moitié... c’est moins que la moitié

L : La moitié ca veut dire quoi pour toi la moitié ?

E1 : La moitié c’est 1a [en montrant le milieu de la bande unité]

ENS : Comment tu sais que c’est la moitié¢ ?

E1: Ben parce que — il y a le mi [lieu?] // il y a le méme espace des Gl
deux cotés / ENS : Pour étre sir comment tu fais ? Pour étresr de ca? | 1 '¢/eve a reconnu perceptivement
E1 : [prenant un stylo] je vais mesurer avec ¢a un quart de ['unité (sans doute

ENS : On n’a pas le droit de mesurer avec ca [léger rire de ENS — E1: | comme « moitié de la moitié »).
pourquoi] parce que il faut juste / parce que/ tu te sers de la bande unité | || fait de méme pour « la moitié » en

{I/ comment tu peux étre sdr ? / que 1a c’est la moitié comme tu dis ? réponse a la question de la
E1 : On peut mesurer avec notre doigt / E2 : On plie maitresse — le caractére d’égalité de
ENS : Comment ? Comment E2 ? longueurs est mis en avant.

E2: On le plie /ENS : On le plie comment ?

E2 : Comme [E2 prend la bande unité et la plie en deux] L enseignante pointe la nécessité
E2 : Les CM2 ils ont fait comme ¢a la derniere fois d’un moyen de valider ce caractére

ENS [en prenant la bande unité pliée] : ¢a c’est quoi alors ? [en |a | g'¢galité pour faire émerger le
dépliant et en pointant une partie correspondant & une moiti€] si vous | pliage en deux.

faites ga c’est quoi la ? Déplacement de signification en lien
El et E2 : La moitié / ENS : La moitié — un demi d’accord d’une unité // avec le p“age * la moitié de [’unité
[en remontrant le message] sauf que lui il veut/ eux / ils vous parlent de | est obtenue par un pliage en deux.
quart ?/ E1 : Donc il faut encore le plier
ENS : Pourquoi ? [E replie en deux la bande unité déja pliée en deux] | prolongement du procédé du pliage
Pourquoi tu le plies encore ? / E : Pour faire un quart et extension de signification au
ENS : Pourquoi ? ¢a veut dire quoi un quart pour toi ? quart de I'unité

E1l: Celui ql.“ a fait (;a /l'un quart/ ENS: Pourquoi ? c’est quoi un quart Le « pllé en quatre » est énoncé
pour toi ? ¢a [en reprenant la bande pliee en 4 - dépliée] ca veut dire que | pour réduire la distance entre
tu as fait quoi pour obtenir un quart ? laction de pliage et le résultat de
E2 : C’est plié / ENS : En combien / E2 : En quatre I'action — I 'obtention de 4 parts
ENS : Alors il est ol le quart [E2 montre une part] D’accord

Figure 1 : Négociation liée au procédé de pliage d’une bande unité

Cet extrait illustre également d’un deuxieéme constat, fait sur la base de nos observations dans les
classes : il s’agit de tensions récurrentes entre les actions des éleves et les résultats de ces actions.
En effet dans les situations de classe observée, les institutionnalisations se centrent moins les
actions (de pliage, de partage...) des éléves, que sur I’analyse des résultats de ces actions. Ainsi
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dans la situation évoquée ci-avant, le huitieme de 1’unité est obtenu par un pliage en deux du quart
de I'unité — lui-méme obtenue par un pliage en deux de la moitié¢ de 1’unité, etc. Notons que dans
une des trois classes, les éléves (ne disposant pas d’une dénomination « familiére ») le qualifient
d’ailleurs de « moitié du quart » ou de « demi-quart ». Ce n’est que par le biais d’une intervention
enseignante, que le lien sera fait entre ce « demi-quart » et un partage en huit qui conduit a
(re)définir le huitieme de 1’unité.

E : un demi quart
ENS : un demi quart — je le plie en deux ?

ENS : Ah génial un demi quart [L écrit & la suite de « 2u +» -« % » puis
se reprend — efface] alors je vais 1’écrire comme ¢a un demi quart [un
demi %—]. Est-ce que quelqu’un a trouvé autre chose qu’un demi-quart ?

Personne n’a trouvé autre chose que un demi quart ? C’est trés intéressant
ce que vous avez trouvé / alors on va voir avec une bande unité / ici j’ai
ma bande unité d’accord ? (...)

Comment je fais pour trouver un demi quart ? Je commence par faire
quoi ? [E : plié en deux] Je le plie en deux / 1a j’ai des [E : demi] demi /
d’accord / E : tu continues tu replies et tu replies encore une fois

ENS : et je le replie encore ? / E : en deux

ENS : parce que 1a j’ai des quarts et tu m’as dit un demi quart / je le replie
en deux ? / E: en deux parts égales / ENS : Oui / merci en deux parts
égales / Es (en cheeur) : et ¢a fait un demi quart

ENS : Alors regardez je viens de faire un demi quart / un demi quart //
[ENS déplie la bande unité] Regardez / qu’est-ce que vous voyez / [E : ¢ca
fait beaucoup] oui / regardez combien il y en a ? Regardez combien de
partsilya?

E : un deux trois quatre cing six sept huit

ENS : oui huit / un demi quart on pourrait ’appeler autrement alors ?

E : un huitieme / ENS : Pourquoi ? Pourquoi BE dit un huitieme

E : Parce qu’il y en a huit / parce qu’il y a huit parts égales

ENS : on a partagé en / t’as vu CH // c¢’était trés intéressant de dire un
demi quart / Bon un demi quart on se rend compte que finalement c’est un

E : éleve

ENS : enseignante

L ’enseignante prend en compte la
formulation des éleves, [’évalue et
rend publiqgue la désignation
« demi-quart ». Elle la stabilise
provisoirement en [’écrivant au
tableau et en mélangeant apreés
hésitation, des écritures
alphabétique et numérique.

L enseignante négocie un
changement de point de vue sur le
résultat de [’action — en faisant
« le demi du quart » de ['unité on
a partagé [’unité en huit
Désignation dans un genre de
discours premier par un éléve du
« huitiéme » et mise en relation
avec le nombre de parts égales de
lunité

deux trois quatre cing six sept huit / donc on est en huitiéme

Figure 2 : Du demi-quart au huitiéme de I’unité

Notons que c’est bien le résultat de I’action (un partage en huit de I’unité) qui sera institutionnalisé
que ce soit dans un affichage associée a la situation (faisant apparaitre la bande unité pliée en huit
dépliée, faisant ainsi apparaitre des huitiémes de 1'unité¢) ou dans les sommes d’écritures
fractionnaires symboliques associées (l bttt ool 4 il ousH-=oUu-+-+
8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 4 8 8
§+§ = %). L’écriture symbolique é = %(i) n’a pas le « droit de cité » dans les classes observées
(alors qu’elle est plus proche de ’action de production du huitiéme de ’unité’) pour des raisons que
I’on comprend d’ailleurs assez bien : la multiplication de fractions n’est pas au programme a ce
niveau scolaire alors que cette écriture y renvoie potentiellement du point de vue des enseignantes.

Pourtant nous faisons un autre constat en lien avec celui qui vient d’étre évoqué. Dans les situations
observées, liées a I’enseignement de la fraction dite partage de ’unité dans des classes de CM1, des
partages (en deux) des fractions de [’'unité interviennent de maniere récurrente. Ainsi nous
constatons qu’un quart est d’abord défini comme la moiti¢ d’un demi, un huitiéme comme la moitié

" Une telle écriture était pourtant envisagée dans I’ingénierie originale (Douady et Perrin 1986), mais n’est pas reprise
dans les ressources Ermel (2005).
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d’un quart, mais également lors d’une des séances observées, un sixiéme de 1’unité est construit
comme la moitié d’un tiers de 'unité.

. 1 i - . 1 1 "y 1
Figure 3 : - définie comme la moitié de 5 g comme la moitié de 3

C’est donc un opérateur partage « plus large » que le seul partage de I’unité qui est convoqué. Nous
constatons par ailleurs que cet opérateur partage d’une unité mais aussi de %—iémes d’une unité
supporte des raisonnements associés a la production d’équivalences d’écritures fractionnaires qui
constituent une potentialité de la « fraction-partage ». Lors d’une des séances observées, une
enseignante a demandé a ses éléves de CM1 de produire des écritures équivalentes a 1/2 (le plus
possible). Des ¢leves ont produit une premiere proposition erronée sur la base d’une mauvaise
interprétation de leur schéma : %+ § L’intervention d’un autre €léve de la classe sollicitée par
I’enseignante permet d’invalider cette proposition et de I’amender — en précisant que ce qui était
considéré comme % de I'unité était en fait 1; puisque correspondant a la moitié de § de I'unité, ce qui

T 1.1, 1
permet de produire 1’équivalence entre 5 et ;e

vous étes d’accord ? ENS montre chaque part un deux trois quatre / cing / six

vn . . A, .36 . .
donc on a six sixiemes [’éleve écrit a cOté de;, P en vert/ donc ici vous avez quoi
toujours un tiers- ENS reprend [’exemple sur la deuxiéme figure retrace le

1 .
contour et zébre l’espace d’un tiers en vert et pointe 37 sur les deux figures plus

, 1 .
/I ENS ecrltg // tu es d’accord E ? tout le monde est d’accord donc un demi égale
un tiers plus un sixieme

+

W | =
o | =

.. . . 1
ENS écrit au tableau a la suite de > =

Figure 4 : de% =-+

W=
o | =

Notons qu’un tel raisonnement se fait toujours via la relation entre des actions de partage de I’unité
ou de fractions de I'unité (la moitié d’un tiers) et les résultats de ces actions en référence a 1’unité
(on en obtient six parts, soit des sixiemes de 'unité). Toujours au sein de la méme classe, c’est aussi
une géneralisation de ce type de raisonnements qui va étre formulée —en référence a I’opérateur
partage. En effet les éléves ayant constaté a travers différents exemples qu’une écriture fractionnaire
avec un dénominateur double du numérateur parait toujours équivalente a % I’enseignante

généralise cette « trouvaille », en la recontextualisant dans 1’univers du partage d’unités.
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ENS : alors c’est quoi c’est quoi voila égale un demi L’¢léve écrit
15 1

0" 2 est-ce que vous en avez trouvé d’autres ?

P , .7 1

E : sept quatorziéemes E écrit i EENS : tu peux leur prouver que
sept quatorziémes c’est bien un demi ? oh oh je vous parle est-ce que
vous pouvez leur prouver que sept quatorziémes c’est bien un demi
les deux €éléves échangent entre eux E trace un disque non mais sans
le dessin leur prouver alors (...) est-ce que sept ¢’est bien la moitié
de quatorze ? (...) donc si je partage quatorze et que je prends sept
parts tu es d’accord E ou pas ? est-ce que sept quatorziéme ca fait
bien un demi si je partage en quatorze et que je prends sept parts est-

ey 1 .. L , .. 5 1
ce que j’ai bien la moitié (...) ah les dixiémes E écrit o=32 /I tout

le monde est d’accord ou pas bon donc du coup pour trouver les
équivalences a un demi quelqu’un a une technique ? /// comment on
fait pour trouver des équivalences a un demi ? (...)

E : un centiéme un centiéme ! et la moitié ¢’est cinquante

Figure 5 : la généralisation d’un raisonnement permettant la production d’écritures
. S L1
fractionnaires équivalentes a 3

Des constats sur la fraction « quotient »

. . 1 s e
Penser cette nouvelle acception quotient de ~passe par I’examen de ses potentialités, en termes de

possibilités offertes dans la réorganisation de savoirs anciens et aussi, en termes de prises d’appui
possibles dans la construction de savoirs nouveaux. Nous dressons un certain nombre de constats
dans ce sens, ci-dessous.

Si Pécriture a virgule des nombres décimaux est classiquement présentée comme une convention
d’écriture d’une fraction décimale (ou d’une somme de fractions décimales), regardée sous son
aspect partage, la relation entre écriture a virgule et quotient peut relever d’une nouveauté. De ce
point de vue, 36,45 peut (doit) étre alors (re)vu comme le nombre (unique) qui multiplié par 100
donne 3645. C’est une définition nouvelle d’un nombre décimal qui peut alors s’installer : « un
nombre décimal est un nombre qui multiplié par 1, 10, 100... donne un nombre entier ». Cette
définition actée, une justification du produit de deux décimaux peut étre donnée en lien direct avec
I’algorithme de la multiplication posée de deux entiers :

si l’on s’intéresse au produit P = 3,7 X 5,3 0na3,7 x 10 = 37 et 5,3 x 10 = 53 ; puis 37 X 53 =
(3,7 x10) x (5,3 x10) = 3,7 x53%x 100 =P x 100. P est donc le nombre qui multiplié par
100 donne 37 x 53...

Plus généralement, le produit de deux décimaux est le nombre qui multiplié par 1, 10, 100... donne
le produit de deux entiers.

Si Z peut toujours s’appréhender dans son double aspect « partage » et « quotient », il en est
autrement de _14 Comment envisager le partage de 7 en -4 ? En revanche, a partir